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PICCOLE  NOTE 


Le  reti  di  Tchebychef  sulle  superficie 
ed    il    parallelismo    nel    senso    di    Levi-Civita. 

Nota  di  Luigi  Bianchi 


111  una  memoria  pubblicata  nel  1917  nel  T.  42  dei  Rendiconti 
del  Circolo  matematico  di  Palermo,  il  Levi-Civita  ha  introdotto, 
nella  metrica  generale  degli  spazi  curvi,  una  nuova  nozione  a 
<*ui  ha  dato  il  nome  di  parallelismo  nella  varietà  V„,  nozione  che 
già  nella  memoria  stessa  dell'autore,  come  nella  successiva  dello 
stesso  Tomo  dovuta  al  Severi,  e  nelle  pii\  recenti  ricerche  del 
Bompiani  (T.  80  degli  Atti  dell'Istituto  Veneto  1920-21j,  si  di- 
mostra importante  e  feconda  f). 

In  questa  nota,  restando  nel  campo  delle  superficie,  mi  limito 
a  semplici  osservazioni  che  hanno  principalmente  lo  scopo  di 
collegare  il  noto  problema  di  Tchebycbef  di  rivestire  una  data 
superficie  (*)  colla  nuova  nozione  di  parallelismo  nel  senso  di 
Levi-Civita. 

Per  un  dato  rf«*  a  due  variabili 

(1)  d8*=  Edu*  -4-  2Fdndv  -f-  Odv^ 

ci  domandiamo: 

Quando  accade  che  lungo  ciascuna  linea  w  =  co8tt«  le  direzioni 
delle  linee  V  =  co^t^^  riescono  parallele  nel  senso  di  Levi-Civita  f 

(M  La  scelta  del  nome  invece  non  sembra  felice  poiché  (salvo  nel  caso 
dello  spazio  euclideo  ove  si  riduce  alla  nozione  di  parallelismo  ordinario) 
([ueeta  specie  di  parallelismo  è  essenzialmente  vincolata  al  cammino,  lungo 
il  quale  avviene  il  trasporto  della  direzione  iniziale.  Si  consideri  poi  che 
nel  caso  degli  spazi!  a  curvatura  costante  (non  nulla)  il  nome  di  paralle- 
lismo ha  già  un  significato  assoluto  che  non  concorda  affatto  col  nuovo. 

(*)  Cfr.  Darboux,  Legons,  T.  Ili,  pp.  133  e  206  e  le  mie  Lezioni 
(3/  Edizione  1922)  $$  60,  62. 
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Dette  5i,  ^j  le  costanti  di  direzione,  e  posto  per  simmetria 

le  equazioni  che  reggono  il  ti'asporto  per  iiarallelismo  vincolato 
della  direzione  (^i,  ^j),  lungo  una  linea  qualunque  i,  sono  le  fon- 
damentali 

(2)  d^,  +  S  j  ^'f  I  ^ydu^  =  0,  •  a  =  1,  2), 

dove  i  differenziali  sono  presi  lungo  L,  e  i  simboli  ,  '.      si   rife- 

(   *  ) 

riscono  alla  forma  differenziale  (1).  Se  per  linea  L  prendiamo 
una  n  =  costt«,  le  (2)  diventano 


ossia,  avendosi  --^  =  0,  ^^, 

'  rV  cV 


Ma  per  la  direzione  della  v  =  cost^e  si  ha 

onde  la  (3)  per  i=z2  dk 

(4)  i^2j=0, 

mentre  l'altra  (3)  per  i  =  l  si  scrive 

iv\\ E]      I  1  I  Vj& 


ossia 


CV        I  1  r 


ed  è  una  conseguenza  della  (4),  in  forza  dell'identità 


dv 


^ì  1  r~^i  2  ' 


PICCOLE   NOTE  3 

Dunque:  ITel  sistema  [ìi,  v)  le  tangenti  alle  t?  =  cost^^  lungo  cia- 
scuna u  =  costte  soìio  parallele  nel  senso  di  Levi-  Civita  allora  ed 
allora  soltanto  che  si  trova  verificata  la  (4) 

ì  2  ) 

Se  si  immagina  ora  che  il  ds^,  dato  dalla  (1),  appartenga  ad 
una  superficie  2  dello  spazio  ordinario,  la  medesima  condizione  (4j 
è  suscettibile  di  un  altro  significato  geometrico  equivalente  a 
quello  già  segnalato  dal  sig.  A.  Myller  in  una  recente  nota  (^), 
e  cioè  :  Ogni  rigata  R  formata  dalle  tangenti  alle  v  =  cost*®  lungo 
una  medesima  linea  v,  ■==  cost*^®  lia  quest'  ultima  linea  per  linea  di 
.stringimento. 

E  infatti  i  coseni  di  direzione  delle  tangenti  alle  linee 
r  =  costt®  sono  dati  (nelle  consuete  notazioni;  da 

1    ex         1    f  y  1     cz 


Vj/Sm'     ^       ^^I]Su'     '       \Ecu' 

e  la  condizione  che  sulla  rigata  R  la  linea  n  r=-  cost**  sia  la  linea 
di  stringimento  si  scrive 

ex  d  I   1    Sx\^G-F^\12)__Q 
dvdv\\'^cu)~     EyjE     I  2Ì~    ' 

onde  equivale  precisamente  alla  (4). 

Risulta  di  qui  che  in  un  doppio  sistema  di  linee  (u,  v)  della 
specie  considerata  si  possono  dare  ad  arbitrio  le  i)  =  cost*''  e  ne 
restano  individuate  le  linee  m  =  cost'®  del  primo  sistema,  come  le 
seconde  linee  di  stringimento  situate  su  S  di  rigate  entro  la  con- 
gruenza 0  delle  tangenti  alle  linee  v  =  costte(*i.  Partendo  da 
queste  considerazioni,  e  supposto  dato  un  qualunque  sistema  di 
linee 

^(w,  v)  =  cost*e 

sopra  S,  è  facile  formare  l'equazione  differenziale  del  1.°  ordine 
le  cui  linee  integrali  sono  le  seconde  linee  di  stringimento  per  le 
rigate  della  congruenza  C  delle  tangenti  alle  -^  =:Cost*''.  Si  trova, 

(')  Comptes  Eendns  de  V Académie  des  Sciences,  Tomo  174,  p.  997. 
{^)  V.  il  $  283,  Volume  II  (2.''  Edi/ione)  delle  mie  Lezioni  dì  geometria 
differenziale. 
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con  breve  calcolo,  che   la  detta  equazione  differenziale  si  scrive: 

^'*'  (?l  ^"  -  S  '^^^Yr^  (al  ^-  -  ^i  '^")^^  =  ^' 

i    simboli  cpii,   cpj2,   cpjj    indicando   al    solito    le   derivate   seconde 
covarianti  di  -f. 

Se  le  linee  cp=rcoHt*®  non  sono  date  in  termini  finiti,  ma  solo 
come  linee  integrali  dell'equazione  differenziale  del  1.°  ordine 

Mdu  -+-  Ndv  =  0 , 
si  ])otrà  formare  egualmente  l'equazione  differenziale 

M^du  -K  If^dv  =  0 
delle  seconde  linee  di  stringimento  dalle  formole: 


^^[dM    più,    aii ,; 


^AdN'      il2l  ^^       a2/,, 

l  cu       I  1  )  ì  2  \ 


-  3f 


■cN-      \22i^      i22L^- 


Un  secondo  problema  (di  indeterminazione  molto  maggioi-e)  si 

ha  se  in  un  sistema  (m,  «>)  della  specie  considerata  (con  ■  ^  ■=:0\ 

si  suppongono  invece  date  le  w  =  costt«,  nel  qual  caso  w?m  delle  v, 
per  es.  la  v=:0,  può  ancora  assegnarsi  ad  arbitrio.  Si  trasportino 
infatti,  per  parallelismo  vincolato,  le  direzioni  iniziali  della  ^  =  0 
lungo  le  wr^cost*",  per  il  che  basta  una  quadratura  (Levi-Civita, 
1.  e,  §  9).  Così  ad  ogni  |>unto  P  di  ^  viene  associata  una  corri- 
spondente direzione  per  P,  e  le  linee  integrali  della  corrispon- 
dente equazione  differenziale  del  1.°  ordine  danno  il  secondo 
sistema  richiesto  (v  =  cost*"]. 

Ed  ora  cerchiamo  quei  dojipi  sistemi  (tt,  t)  di  una  super- 
ficie S  tali  che  sussista  un  doppio  parallelismo  tanto  delle  dire- 
zioni delle  11  =  cost^e  lungo  le  w  =  cost**^,  quanto  delle  direzioni 
delle  n  =  coBt^^  lungo  le  v  =  cosf^^.  Sarà  perciò  necessario  e  suffi- 
ciente che  nel  ds^  riferito  alle  linee  («,  vi,  come  linee  coordinate, 

il2|     il2 
siano  nulli  insieme  i   valori   dei  due  simboli  i  ^     ,    |  ^ 

Ma  è  ben  noto  (Lezioni  §  60)  che  queste  coudizioni  caratte- 
rizzano  le   reti  di   Tchehyohef  sulle   superficie,   colle   quali    il    d^^ 


PICCOLE   NOTE  .  O 

(per  una  scelta  conveniente  dei  parametri  w,  v)  assume  la  forma 

tipica 

ds^  =  du^  -+-  2  cos  oìdudv  h-  dv', 

onde  vediamo  che  :  Le  reti  di  Tchebychef  {u,  v)  sono  tutti  e  soli  i 
doppi  sistemi  di  linee  per  le  quali  le  direzioni  tangenti  alle  linee  di 
ciascuno  dei  due  sistemi,  lungo  una  linea  qualunque  dell'altro,  sono 
parallele  nel  senso  di  Levi-Civita;  ovveromsono  quei  sistemi  (w,  v)  pei 
quali  le  rigate  delle  tangenti  alle  v  ■=  cost*®  lungo  le  u  =  cost**^  lianno 
queste  ultime  per  linee  di  stringimento,  e  similmente  scambiando  iu,  vj. 
Dalla  (ffl),  supposto  il  ds^  sotto  una  qualunque  forma  (1),  si 
deducono  facilmejite  le  coudizioni  affinchè  i  due  sistemi  di  linee 

(^(•H,   V)  =:  COSt^e,      (^(W,    V)  =  COStte 

formino   una  rete   di  Tchebychef.  Queste   condizioni  si  scrivono 
sotto  la  forma  invariantiva: 

PCp  t'^  /d(p  d'I)       r9  8f|i\  drp  3^|j 

^^^dvJv~  ^"^^^  \dU  dv  "^  dV  duj  "^  '^-*  cu  dU 

"^'^  dv  dv      "^'^  \du  dv  "^  dv  duj  '^  "^^^  cu  cu  —  "• 

Al  §  62  delle  Lezioni  (pag.  159)  si  è  dimostrato,  in  tutto  ri- 
gore, il  teorema  d'esistenza  e  di  unicità  delle  reti  di  Tchebychef, 
quando  della  rete  siano  prescritti  due  fili  (7,  V  di  diverso  sistema 
incrociantisi  in  un  punto  M.  Questo  teorema,  colla  nozione  di 
parallelismo  di  Levi-Oivita,  riceve  ora  questa  spieg'azione  infini- 
tesimale. 

Per  parallelismo  lungo  0,  si  trasporti  il  primo  elemento  lineare 
ilOfi  di  Fi  e  nella  curva  Cj  luogo  di  Jf^  si  avrà  la  curva  G^  suc- 
cessiva nella  rete  a  C.  Indi  lungo  C^  si  trasporti  per  parallelismo 
il  secondo  elemento  lineare  M^M^  di  Fi  e  la  curva  0„  luogo  di  M^ 
darà  la  successiva  a  Oj  nella  rete,  e  così  via. 

Chiudiamo  questa  breve  nota  osservando  i  due  corollarii  se- 
guenti delle  osservazioni  generali  esposte. 

1°  Se  per  una  super iicie  S  le  linee  asintotiche  {u,  v)  godono 
della  proprietà  che  le  tangenti  alle  v  =  cost*^  lungo  ciascuna  u  =  cost**^ 
formano  una  rigata  avente  questa  u  =  cost'^  per  linea  di  stringimento, 
la  curvatura  K  della  superficie  è  costante  lungo  ciascuna  r  ■=  costt% 
ossia  queste  asintotiche  sono  curve  a  torsione  costante  e  viceversa  [^). 

(1)  È  xma  classe  di  superficie  ben  nota,  per  le  quali  si  ha  una  teoria 
delle  trasformazioni  {Lesioni,  Voi.  II,  2*  Ediz.,  ^§  249,  s.  s.). 
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Difatti  la  proprietà  supposta  implica  la  coudizione  |      |  =  0, 
che  equivale  alla 

Se  la  proprietà  ha  luogo  per  ambedue  i  sistemi  di  asintotiche, 
la  curvatura  è  una  costa*ite  assoluta,  cioè: 

2°  Per  le  superficie  jìseudosf eriche^  e  per  queste  soltanto,  le 
rigate  formate  dalle  tangenti  alle  asintotiche  di  ciascuno  dei  due  si- 
stemi, lungo  le  asintotiche  dell'altro,  hanno  queste  ultime  per  linee  di 
stringimento. 

Pisa,  li  30  aprile  1922. 


Analogie  formali 
fra  moti  di  acque  filtranti  e  flussi  di  correnti  elettriche. 

Nota  di  Umberto  Puppini 

Le  leggi  formali  sul  deflusso  di  un  liquido  filtrante  entro  un 
mezzo  poroso  sono  le  stesse  di  quelle  del  flusso  di  corrente  elet- 
trica continua  entro  un  mezzo  conduttore. 

Le  leggi  relative  al  primo  caso,  infatti,  possono  riassumersi 
nella  considerazione  della  funzione  scalare  «  carico  piezometrico  » 
{somma  della  quota  di  altezza  con  l'altezza  data  dalla -pressione 
divisa  per  il  peso  specifico  del  liquido)  e  della  funzione  vettoriale 
«  j)ortata  per  unità  di  superficie  di  ugual  carico  piezometrico  » 
proporzionale  in  ogni  punto  al  gradiente  cambiato  di  segno  del 
carico  piezometrico  secondo  un  «  coefficiente  di  filtrazione  »  che 
nell'intorno  del  punto  caratterizza  la  natura  del  mezzo  filtrante, 
e  nella  considerazione  del  fatto  che  a  questo  vettore  «  i>ortata  » 
deve  riconoscersi  natura  soleuoidale,  traduzione  geometrica  della 
proprietà  fisica  di  incomxiressibilità  del  liquido. 

E  così  le  leggi  relative  al  secondo  caso  possono  riassumersi 
nella  considerazione  della  funzione  scalare  «  potenziale  elettrico  », 
della  funzione  vettoriale  «  intensità  di  corrente  per  unità  di 
superficie  equipotenziale  »  proporzionale  in  ogni  i>unto  al  gra- 
diente cambiato  di  segno  del  potenziale  secondo  un  «  coefficiente 
di  conducibilità  »,  e  nel  fatto  che  a  questo  vettore  «  intensità  di 
corrente  »  deve  riconoscersi  natura  soleuoidale  in  relazione  colla 
insignificante  capacità  elettrostatica  del  mezzo. 


PICCOLE    NOTE  7 

Xe  segue  : 

V  -  che  tutte  le  j)articolari  deduzioni  e  proprietà  clie  a 
mezzo  del  calcolo  pofcranuo  ricavarsi  per  uno  dei  due  gruppi  di 
fatti  fisici,  moto  di  liquidi  flltrairti  entro  ammassi  permeabili, 
moto  di  correnti  elettriclie  entro  mezzi  conduttori,  dovranno 
ritenersi  valide  pure  per  1'  altro  grnj)po  : 

2°  -  che,  ove  un  esperimento  ci  conduca  a  riconoscere  parti- 
■colari  rapporti  per  un  fatto  di  filtrazione,  l'esperimento  stesso  get- 
terà pure  luee  su  quanto  accada  per  analoghe  condizioni  di  correnti 
elettriche;  e  viceversa:  un'esperienza  su  correnti  elettriche  entro 
un  mezzo  conduttore  sarà  densa  di  significato  qualitativo  e  quan- 
titativo per  analoghe  condizioni  di  moto  di  acque  filtranti. 

Con  riferimento  al  i^rimo  punto,  mi  limito  a  richiamare  l'at- 
tenzione sul  teorema  che  chiamai  «  principio  di  reciprocità  per 
le  acque  filtranti  in  pressione  »;  anzi  per  semplicità  riporterò 
quel  corollario  di  esso  teorema  che  si  può  enunciare  dicendo  : 
«  la  depressione  piezometrica  che  una  portata  unitaria  defluente 
«  da  un  pozzo  attingente  a  una  falda  artesiana  genera  su  un 
«  altro  pozzo  è  uguale  alla  depressione  che  una  portata  unitaria 
«  defluente  da  questo  secondo  pozzo  genera  sul  primo  ». 

Il  teorema  di  reciprocità,  identico  nella  forma  ad  altro  ben 
noto  pei  corpi  elastici  (teorema  del  Betti),  per  reti  di  fili  con- 
duttori (teorema  del  Donati),  fu  già  indicato  anche  pei  rapporti 
tra  flussi  di  calore  e  cadute  di  temperatura.  Esso  teorema  risulta 
pure  valido,  per  la  ricordata  identità  di  leggi  formali  generali, 
nel  caso  del  flusso  di  correnti  elettriche  entro  mezzi  conduttori 
a  tre  dimensioni.  Si  dirà  pertanto,  con  riguardo  al  corollario  su 
richiamato:  «la  caduta  di  potenziale,  che  una  corrente  di  inteu- 
«  sita  unitaria  derivata  da  un  i3uuto  di  un  mezzo  conduttore 
«  genera  su  un  altro  punto  del  mezzo,  è  uguale  alla  caduta  di 
«  potenziale  che  una  corrente  di  intensità  unitaria  derivata  da 
«  questo  secondo  j)unto  genera  sul  primo  ».  Questo  fatto  è  stato 
da  me  recentemente  verificato  sperimentalmente  in  collaborazione 
coli' ingegner  Vittorio  Gori. 

Con  riferimento  al  secondo  punto,  osservo  che  talvolta  il 
ritrovare  la  legge  che  esprime  la  portata  totale  di  un  sistema 
filtrante  in  funzione  delle  dimensioni  del  sistema  e  dei  coeflEi- 
•cienti  di  filtrazione  del  mezzo  poroso  può  richiedere  operazioni 
troppo  ardue  dal  punto  di  vista  analitico,  troppo  ardue  e  troppo 
costose  dal  punto  di  vista  sperimentale. 

In  tal  caso,  costruito  un  modello  di  forma  in  tutto  simile  a 
quello  del  sistema  filtrante  e  in  cui  al  mezzo  poroso  sia  sostituito 
un  mezzo  conduttore,  ad  esempio  un   elettrolita,  la  relazione  che 
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scaturisce  da  misure  sperimentali  fra  intensità  di  corrente  e- 
dimensioni  e  forma  del  modello  può  essere  trasportata  al  caso- 
dei  sistema  fllti-ante,  tenuto  il  debito  conto  del  rapporto  di  simi- 
litudine geometrica  fra  il  sistema  filtrante  e  il  modello  elettrico. 
Modelli  elettrolitici  furono  già  proposti  per  lo  studio  di 
capacità  di  condensatori,  basandosi  a  tal  fine  sulla  identità  for- 
male di  leggi  del  campo  di  corrente  in  un  mezzo  conduttore  e 
del  campo  di  forza  in  un  dielettrico.  Tali  modelli  furono,  ad 
esempio,  utilizzati  per  la  determinazione  della  capacità  del  sistema 
terra-antenna  nella  telegrafia  senza  filo.  Analogamente  qui  si  pro- 
spetta la  possibilità  cbe  modelli  elettrici  (o  in  particolare,  per  rea- 
lizzare discrete  resistenze,  modelli  elettrolitici)  i^ossano  giovare- 
allo  studio  di  casi  un  po'  complessi  di  moto   di   liquidi   filtranti^ 

Bologna,  maf/<jio  1922. 


Sulle  funzioni  analitiche  d'ordine  n. 

Nota  di  Pietro  Buegatti 

Le  funzioni  poliarmoniche  (in  particolare  le  funzioni  biar^ 
moniclie)  trovano  applicazioni  importanti  nella  fisica-matematica^ 
Parecchie  loro  proprietà  sono  ora  ben  note.  Furono  studiate  da 
vari  autori  e  in  vario  modo.  Meritano  speciale  menzione  i  lavori 
di  Matliieu,  di  Almansi,  di  Boggio.  Nondimeno  una  sistemazione 
dei  noti  risultati  nel  quadro  della  fondamentale  teoria  delle  fun- 
zioni analitiche  (quando  ci  si  limita  ai  campi  a  due  dimensioni) 
mi  pare  assai  desiderabile;  anche  al  fine  di  rendere  più  facile  e 
fecondo  il  loro  impiego  nelle  applicazioni.  Un  tentativo  in  questo- 
senso  fu  fatto  incidentalmente  in  un  caso  particolare  da  Kolos- 
soff  (/j;  se  da  altri  jjoi,  non  saprei  dire. 

1,  Come  è  noto,  la  condizione 

du        cv\         .  (cu        rv\        (  d  .  ?\  ,  .    .        r. 

-+-  M  : H  —    ==    : f-  «  ~     W  -t-  iV)  =  0 

OC      ryj         \cy      cxj       \cx        cyj 

è    necessaria    e   sufficiente  affincliò  u-^-iv  sia  funzione  (analitica) 
della  variabile  complessa  zz=ao-hiy.  Introducendo  per  comodo  il 

simbolo 

r  d 

■  ex        Py  ' 

(i)  Zeltsclirift  fiir  •Matli.  u.  Pliys.   -   1910. 


PICCOLE   NOTE  11 

lii  condizione  diveuta. 

{!)  .Di{n-+-iv)  =  0, 

Se  u -i- iv  uou  è  funzione  analitica,  potrebbe  esser  tale  la 
funzione  D,(w  -t-  iv).  AÉQncliè  ciò  accada,  occorre  che  risulti,  in 
virtii  della  (1), 

BiD.iii  -^  iv)  =  •Di\u  -+-  iv)  =  0. 

Più  generalmente,  potrebbe  darsi  che  fosse  analitica  la  fun- 
:zione  I)i"-\u -^  iv).  Ciò  accadrà  quando  risulti  soddisfatta  la 
■condizione 

,(2)  i>i"(?t  -t-  iv)  =  0. 

In  questo  caso  diremo  che  u  ~\- iv  è  una  funzione  analitica 
'd'ordine  n.  Le  ordinarie  funzioni  analitiche  sono  allora  d'ordine 
uno. 

Introduciamo  anche  il  simbolo 

d  ? 

i—  =  I)' 

fx         ?y 

'Coniugato  di  D, .  Si  ha  manifestamente 

a*        a* 
cx^       &y^       .   ' 

•che  è  l'operatore  di  Laplace  in  due  dimensioni.  Se  è  soddisfatta 
la  (2),  si  trae  subito 

l)i"'Di"{u  -f-  iv)  =  A"(«  -4-  iv)  =  0; 
da  cui 

à"u  =  0,     ^"v  =  0. 

Le  funzioni  u  e  v  di  x  e  y  sono  dunque  poUarmoniche  d'or- 
dine n;  dippiù  sono  coniugate.  Abbiamo  così  la  nozione  di  fun- 
zioni poliarmoniche  coniugate. 

2.  Posto  per  convenzione  i),°cp  =  9,  si  ha  la  formula  evidente 


A"(#)  =  Ì;Qa-^cp.a"-^^ 


Ora  siano  cp,  e  'ji,.  due   funzioni  analitiche  d'ordine  s  e  r  rispet- 
iivamente.  Sarà 

J^i"'{^>s)  =■  0    per  m  =  8,    «  -t-  1, ....  n    * 

l>i"''\>{,.)=:0    per  m=zr,     rn-l, ....  w 
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talché,  per  la  formula  precedente,  risulta 

la  quale    esprime    clie   il   prodotto   cp/j»,.   è  una  funzione  analitie» 
d'ordine  r  -f-  s  —  1.  Ne  segue  che 

dove  l'indice  di  ogni  funzione  indica  il  suo  ordine  di  analiticitày 
è  una  funzione  analitica  d'ordine  n. 

3.  Se  fiz)  è  una   funzione   analitica   ordinaria  (d'ordine  uno)y 
si  ha  ovviamente 

■     B/{fiz))  =  2f'{z), 

Questa   esprime   clie   l'operazione  indicata  da  ^D/  equivale  alla 

derivazione  rispetto  a  z.  Analogamente;  la  operazione  ^  D,  equi- 
vale alla  derivazione  rispetto  alla  variabile  Zj  coniugata  di  z. 
Ciò  posto,  sia  ^)n  una   funzione   analitica  d'ordine  n;  si  avrà 

i>,"-\^^,:)=fiz), 

o,  per  le  cose  dette, 

Questa  dimostra  clie  dev'essere 

Così  proseguendo,  risulta  infine 

n-l 
?i=0 

ove  le  '\),Xz)  sono  tutte  funzioni  della  variabile  z. 

Resta  così  determinata    la  forma  più   generale   delle  funzioni 
analitiche  d'ordine  n. 

Potendosi    sempre    scrivere    z'')(^,^{z)    in    luogo    di    ^,Jz),  si    li»^ 
anche 

»— 1 
<p,.  =  ^(x'-^ì/)'Xu{z). 


PICCOLE   NOTE  11 

Ne  segue  che 


»»— 1  «—1 

h—O  h=0 


U„  =  2  '-^^  -^  y')"^*J.-i"5  y\  Vn  =  2  '-^^  +  2/')'''«'/.''^T  2/), 


ove 

rappresentano  la  forma   più   generale   di   due  funzioni  poliarmo- 
niche  coniugate  d'ordine  h. 

4.  Dalle  cose  dette  risulta  che  la  (4)  soddisfa  l'equazione 

(5)  A"^f  =  0. 

Naturalmente  vi  soddisfa  anche  la  coniugata;  perciò 

n—l 
h-O 

è  il  suo  integrai  generale. 

Sia  §  =  ajj  -4-  ii/i ,  ^^=z  Xi  —  ij/j .  L' inversione 

(6)  ^^1=1,     ^1^  =  1 
eseguita  nell'espressione  precedente  dà 


'f=%\iMì-)-^^-'Mìì 


n—l 

Ti  -:  Il 

ossia,  moltiplicando  per  ^""^^/""S  e  ponendo  h  =  n  —  ]c  —  l, 

la  quale  dimostra  che  ^"~'5i"~^?f  soddisfa  ancora  alla  (5). 

Ne  consegue   c7ie  l' inversione  (6)  unitamente  al  cambiamento  di 
funzione 

lascia  invariata  V  equazione  A"cp  =;  0. 

Il    prof.    Levi-Civita    dimostrò   questo    teorema  per  m  =  2  (^). 
Dalla   forma   generale    della    funzione    -^    appare    inoltre    subito 

(*)  Sopra   una  trasformazione   in  sé  stessa  di  A2A2  =  0.  «  Atti  E.  Isti- 
tuto Veneto  »,  1897-98. 


12  BOLLETTINO   DELI;A   UNIONE    MATEMATICA    ITALIANA 

mauifesto  che  non  esistono  altre  trasformazioni,  oltre  quella  suin- 
dicata, che  lasciano  invariata  l'equazione  (5). 

5.  Sia  (p2  una  funzione  analitica  d'ordine  2,  regolare  entro 
un'area  a  racchiusa  dal  contorno  («j.  Si  ha  i)er  le  cose  dette 

Poiché  una  f{z)  regolare  è  definita  in  a  dati  che  siano  i  suoi 
valori  al  contorno  (.s),  si  vede  subito  che  se  al  contorno  sono  noti 
i  valori  di  92  ^  A'-P2?  restano  determinate  entro  a  le  funzioni  f{z) 
e  4'('2')?  e  perciò  anche  la  funzione  '^j. 

Eipetendo  il  ragionamento  per  una  9,,  si  giunge  al  seguente 
risultato:  Una  funzmie  analitica  cp„  d'ordine  n  regolare  risulta 
definita  entro  un'  area  1  quando  son  dati  al  contorno  i  valori 
di  cp„,  D4,,,....  Di"-icp„. 

_^  ,  .    ,.        -,      ^  dx       .  dy 

Moltiplicando   D^rf,,   per    t- — *T^^   ^^^   '^^   indica   la  normale 

ad  (s),  si  ha 

c'-^n       .'c'^,\ìdx       .dy\      d<p„       .d'^vi 
dx  cy  )\dv         dvj       dv  ds 

11  secondo  termine  è  la  derivata  tangenziale  di  cp„  lungo  (sj, 
la  quale    è    conosciuta,    supposto    dato    il  valore  di  -f„  lungo  (s); 

perciò  la  conoscenza  della  derivata  normale  -r-^  porta  alla  cono- 
scenza di  i>i-f„ .  In  modo  analogo  si  vede  facilmente  che  la  cono- 
scenza della  derivata  seconda  di  cp„  lungo  la  normale  conduce 
alla  conoscenza  di  i^j^cp,,;  e  così  via.  Talché  il  teorema  precedente 
può  anche  enunciarsi  così:  Una  funzione  regolare  analitica  d'or- 
dine n  risulta  definita  in  un'area  a  quando  son  dati  al  contorno  i 
valori  della  funzione  e  delle  sue  derivate  lungo  la  normale  sino  a 
quella  d' ordine  n  —  1. 

Come  corollario  si  deducono  senz'altro  i  noti  teoremi  sulle 
funzioni  i)oliarmoniche,  che  definiscono  coteste  funzioni  entro 
un'area  per  certe  condizioni  al  contorno. 

Altre  considerazioni  e  qualche  aj)plicazione  formeranno  og- 
getto d'altra  Nota. 

Bologna,  settembre  1922. 
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Topologia.  —  Giulio  Andreoli  :  Invarianti  topologici  ed  equiva- 
lenza delle  superfici.  Geom.  Mat.  Batt.,  voi.  LIX,  1921. 

L'A.  ripreudendo  e  sviluppando  una  sua  breve  precedente 
Nota,  dimostra  come  sia  possibile  costruire  topologicamente  qua- 
lunque superficie  priva  di  singolarità  ed  a  connessione  finita 
operando  con  sole  cinque  operazioni  elementari  di  iinione  tra 
forme  topologiche  primitive.  L'A.  segue  quindi  una  via  inversa 
della  ordinaria  (che  consiste  nelP  eseguire  opportuni  sistemi  di 
tagli)  e  perviene  alle  note  condizioni  per  l'equivalenza  topologica 
di  due  superficie.  L'A.  si  serve  di  un  numero  oara^^ere  invece  del 
genere  per  trattare  in  modo  unico  superfici  monolatere  e  super- 
fici  bilatere.  Per  queste  ultime  il  carattere  è  il  doppio  del  genere. 
Tale  considerazione  si  riattacca  ad  alcune  osservazioni  di  von  Dyck. 


Equazioni  differenzinli.  —  G.  Ricci-Curbastro  :  Della  integra- 
zione dei  sistemi  di  equazioni  ai  differenziali  totali  (Atti  del 
R.  Istituto  Veneto  di  S.  L.  ed  A.  Anno  accademico  1921-22. 
Tomo  LXXXIj. 

Oggetto  di  questa  Nota  è  di  riconoscere  se  e  come  si  possa 
soddisfare  ad  un  sistema  di  equazioni  ai  differenziali  totali  in  n 
variabili,  non  essendo  stabilito  quali  e  quante  tra  esse  devono 
considerarsi  come  indipendenti. 

Evidentemente  perciò  si  richiede  prima  di  tutto  che  il  si- 
stema stesso  considerato  come  algebrico  nei  differenziali  delle  n 
variabili  ammetta  soluzioni  proprie  (cioè  con  valori  non  tutti 
nulli  delle  incognite)  e  questa  condizione  risulta  anche  sufficiente 
perchè  esistano  soluzioni  con  una  sola  variabile  indipendente. 

In  generale,  se  le  è  la  caratteristica  della  matrice  del  sistema, 
jìerchè  il  sistema  ammetta  delle  soluzioni  con  h  variabili  indi- 
pendenti {h  >  1)  è  necessario  e  basta  : 
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1°)  che  sia  h  <  n  —  fc; 

2°)  che  il  sistema  algebrico  ammetta  h  soluzioni  proprie 
iuclipendeuti  tali  che  un  certo  sistema  di  equazioni  ai  differen- 
ziali totali,  che  è  da  esse  definito,  risulti  completamente  inte- 
grabile. 

Equazioni  differenziali.  —  F.  Tricomi:  Sulle  equazioni  Imeari  alle 
derivate  parziali  di  secondo  ordine^  di  tipo  misto,  in  corso  di 
pubblicazione  nelle  Memorie  della  R.  Accademia  dei  Lincei  (^;. 

Nel  caso  piìi  generale  un'equazione  lineare  alle  derivate  par- 
ziali di  secondo  ordine,  in  due  variabili  indipendenti,  non  appar- 
tiene ad  alcuno  dei  tre  tipi  tradizionali  :  ellittico,  iperbolico  e  para- 
bolico, ma  bensì  in  alcune  regioni  del  piano  è  di  tipo  ellittico  e 
in  altre  di  tipo  iperbolico.  Lo  studio  di  siffatte  equazioni  è  stato 
finora  completamente  trascurato.  Io  ho  voluto  intraprenderlo  con 
questa  Memoria,  avendo  in  mira  sovratutto  di  determinare,  con 
l'ausilio  delle  equazioni  integrali,  delle  condizioni  al  contorno  ntte 
ad  individuare  una  soluzione  dell'equazione,  nell'intorno  della 
curva  attraverso  la  quale  quest'ultima  cambia  tipo  [curva  para- 
bolica). 

A  tale  scopo  mi  sono  anzitutto  occupato  di  determinare  una 
forma  canonica  cui  ogni  equazione  di  tipo  misto  fosse  riducibile 
con  sostituzioni  reali  di  variabili.  Successivamente,  imitando  il 
processo  di  sviluppo  storico  p.  es.  della  teoria  delle  equazioni 
ellittiche,  ho  limitato  le  mie  considerazioni  all'equazione 

ottenuta  uguagliando  a  zero  la  parte  di  secondo  ordine  della 
equazione  canonica,  che  è  da  riguardarsi  come  il  prototipo  delle 
equazioni  miste,  alla  stessa  stregua  dell'equazione  di  Laplace 
nel  caso  delle  equazioni  ellittiche. 

Per  l'equazione  {E)  mi  è  stato  possibile  conseguire  in  modo 
completo  lo  scopo  cui  ho  dianzi  accennato.  Precisamente  ho  tro- 
vato che,  sotto  certe  condizioni  che  non  è  qui  il  caso  di  specifi- 
care, esiste  ima  ed  una  sola  soluzione  della  (E)  assumente  valori  arbi- 
trariamente prefissati  su  di  una  curva  qualsiasi  collegante   due   dati 

(')  Una  Nota  preventiva  avente  Io  stesso  titolo  di  questa  Memoria, 
è  stata  già  pubblicata  nei  Rend.  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  serie  5", 
voi.  XXX  (2°  seni.  1921).. 
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imnti  A  e  B  dell'asse  x  {curva  parabolica  dell'equazione)  senza 
■uscir  mai  dal  semipiano  y  >  0,  e  su  di  un  certo  tratto  di  una  delle 
<}aratt eristiche  uscente  da  uno  dei  due  punti  dati,  p.  es.  da  A. 

Come  spesso  succede,  la  cosa  più  laboriosa  è  la  dimostrazione 
delV esistcìiza  della  soluzione,  che  io  riduco  all'inversione  di  una 
equazione  integrale  di  seconda  specie  contenente  un  integrale  di 
cui  si  considera  il  valor  principale  nel  senso  di  Oauchy,  equa- 
zione di  cui  faccio  uno  studio  approfondito. 


Equazioni  differenziali.  —  Giulio  Andreoli  :  Sistemi  differenziali 
ad  una  variabile  generalizzaìiti  l'equazione  di  Riccati.  Eend. 
E.  Acc.  Se.  Napoli,  voi.  XXV,  1919. 

Idem  :  Sìdle  proprietà  di  certi  sistemi  differenziali  generalizzanti 
V  equazione  di  Riccati.  Eend.  E.  Acc.  Se.  Napoli,  voi.  XXV,  1919. 

Idem  :  Sui  sistemi  di  equazioni  differenziali  ordinarie  che  generaliz- 
zano l'equazione  di  Riccati.  Eend.  E.  Acc.  Scienze  Napoli, 
voi.  XXVII,  1921. 

Idem  :  Sistemi  differenziali  di  Riccati  e  loro  proprietà  geometriche. 
Eend.  E.  Acc.  Se.  Napoli,  voi.  XXVII,  1921. 

In  questo  gruppo  di  quattro  Note  l'A.  studia  certi  sistemi 
differenziali  quadratici  del  primo  ordine,  indicati  dallo  Schle- 
SINGER,  quale  estensione  di  quelli  di  Eiccati.  Mostra  la  loro 
genesi  ottenuta  in  un  doppio  modo  dai  sistemi  lineari,  mostra 
l'esistenza  di  una  relazione  fondamentale  finita  fra  gl'integrali 
del  sistema  (analoga  a  quella  ben  nota  del  rapporto  anarmonico 
per  il  caso  di  Eiccati);  ricerca  le  condizioni  per  l'esistenza  di 
altre  relazioni  finite;  determina  l'invarianza  della  forma  del 
sistema  rispetto  a  certe  trasformazioni  ed  infine  accenna  alle 
diverse  proprietà  geometriche  che  sono  tutte  estensioni  di  quella 
degl'integrali  dell'equazione  di  Eiccati  (in  tal  caso  le  tangenti 
alle  curve  integrali  per  lo  stesso  valore  dell'ascissa  inviluppano 
una  conica). 


Calcolo  funzionale.  —  G.  Vitali  :  Sulla  condizione  di  chiusura  di 
un  sistema  di  funzioni  ortogonali  (E.  Acc.  dei  Lincei,  voi.  XXX, 
serie  5%  2°  sem.,  fase.  12,  pag.  498-501). 

Si   dimostra   che   condizione   necessaria   e   sufficiente  perchè   un 
sistema  di  funzioni  normali  ed  ortogonali  in  (a,  bi,  a  <  b, 

9i(a?),     'fJx)y..,     --pjx),... 
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sia  chiuso  è  che  per  ogni  x  in  (a,  b)  si  abbia 


X 


e  ciò  mettendo  nella  nota  equazione  di  chiusura 

J[/(.r,)]^r=S,[J/(%,(*'j<i^  \ 

a  a 

,  f{xj=zl    in    [a,  x)    e    f{x)=:0    in    {Jt-,  b) 

e  usando  la  nota  disuguaglianza  di  Bessel. 

Si  fa  un'applicazione  del  risultato  al  sistema  normale  e  orto- 
gonale (in  0,  2::) 

1         cos  nx      sen  nx 

-y^,      — z:^,      —j=-,  (»=],   2,...).. 


Ueometria  algebrica.  —  E.  Ciani  :  Intorno  ad  alcuni  covarianti 
di  curve  algebriche  piane  (Rendie.  Istit.  Lomb.,  voi.  LUI,  1920). 

Idem:  Intorno  ad  alcuni  covarianti  di  superficie  cubiche  (Rendie. 
Istit.  Lomb.,  voi.  LIV,  1921). 

L'idea  fondamentale  che  mi  ha  guidato  nella  redazione  della 
1*  Nota  è  la  seguente.  Data  una  curva  algebrica  piana  (7„,  ]ìer 
un  qualunque  punto  P  del  suo  piano  tiriamo  le  infinite  trasver- 
sali a  incontrare  ciascuna  la  G„  in  n  punti  e  sopra  ciascuna  di 
esse  consideriamo  lo  stesso  covariante  binario  rispetto  al  gruppo- 
delie  n  intersezioni.  Se  questo  covariante  binario  è  di  ordine  m 
e  di  grado  p,  si  vede  facilmente  che  il  luogo  geometrico  di  tutti 
tali  covarianti  è,  a  sua  volta,  un  covariante  ternario  (cioè  una 
curva)  di  ordine  m-+-j>  con  un  punto  p^''"  in  P  e  dipenderà  dalla 
posizione  di  P  (come,  ad  esempio,  dipendono  da  P  gli  n  —  1  cova- 
rianti ternari  che  costituiscono  le  n  —  1  curve  polari  di  P  ri- 
spetto a  C„).  L'esempio  piìi  semplice  ed  espressivo  è  fornito  nella 
Nota  in  parola,  dal  caso  speciale  in  cui  G„  sia  una  cubica  e  il  cova- 
riante binario  suddetto  sia  costituito  dal  gruppo  Ilessiano  rispetto 
alle  tre  intersezioni,  con  0„,  di  una   trasversale   passante   per  P. 

Si  perviene  cosi  ad  una  quartica  che  ha  in  P  un  punto  doppio. 
Specializzando  le  posizioni  di  P  rispetto  a  0„,  la  quartica  acquista 
caratteri  speciali  (più  interessanti  del  caso  generico). 
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Quanto  alla  2^  Xota,  essa  non  è  clie  la  immediata  estensione 
^allo  spazio)  delle  considerazioni  contennte  nella  1*  ed  è  ottenuta 
costituendo  alla  cubica  G^  una  superficie  di  3"  ordine. 

Relatività.  —  G.  Eicci-Curbastbo  :  EiducibìUtà  delle  quadriche 
differenziali  e  ds^  della  statica  einsteiniana  (Eendiconti  della 
E.  Accademia  dei  Lincei.  Seduta  del  5  febbraio  1922). 

La  riducibilità  di  una  quadrica  nei  differenziali  di  n  varia- 
l>ili  ad  un'altra,  che  ne  contenga  n — p  soltanto  è  detta  assoluta 
se  i  coefficienti  della  ridotta  sono  funzioni  soltanto  di  queste 
ultime  variabili,  semplice  nel  caso  opposto. 

Si  dimostra  in  questa  Nota: 
1°)  che  per  p  =  l,  per  la  riducibilità  semplice  è,  come  nel- 
l'analogo i^roblema  algebrico,  necessario  e  sufficiente  <;he  il  discri- 
minante della  quadrica  sia  eguale  a  zero  ;  mentre  per  la  riduci- 
bilità assoluta  si  richiede  di  più  che  un  certo  sistema  di  equazioni 
algebriche  lineari  ed  omogenee  ammetta  soluzioni  proprie; 

2')  che   per  ^  >  1   non    basta  che  la  caratteristica  Jc  della 
matrice  della  quadrica  non  superi  n — p. 

Per  eseini)io  per  p  =  2  perchè  una  quadrica  nei  differenziali 
di  n  variabili  sia  riducibile  semplicemente  ad  altra  con  due  diffe- 
renziali di  meno  non  basta  che  sia  k<n  —  2,  ma  si  esige  di  più 
€  basta  che  essa  sia  assolutamente  riducibile  ad  un'altra,  che 
contenga  n  —  1  differenziali. 

Aeronautica.  —  M.  Pascal  :  Forze  di  pressione  su  un  montante  di 
aeroplano.  Note  I,  II.  Eend.  E.  Acc.  Lincei,  (5),  v.  29,  1920. 

Idem  :  Forza  sostentatrice  su  un  montante  di  aeroplano.  Eend.  E.  Acc. 
Napoli,  (3),  V.  27,  1921. 

Per  calcolare  la  resistenza  che  incontra  un  profilo  di  osta- 
colo investito  da  una  corrente  fluida  piana  parallela,  uno  dei 
metodi  che  dà  risultati  più  concordi  con  le  esperienze,  è  quello 
basato  sul  teorema  di  Joukowski  che  dà  l' espressione  della 
cosiddetta  forza  sostentatrice  in  funzione  della  circuitazione  delle 
velocità  lungo  il  contorno  dell'ostacolo. 

Quando  sia  assegnata  una  corrente  per  la  quale  sia  nota  la 
-circuitazione  lungo  un  contorno  circolare,  il  problema  si  riduce 
ad  una  quistione  di  rappresentazione  conforme  per  trasformare 
il  contorno  voluto  in  un  cerchio.  Con  tale  metodo  il  Kutta,  il 
TcHAPLiGNiNE,  il  JouKOWSKi  hauno  Studiato  profili  che  ripro- 
ducono quello  di  un'ala  di  aeroplano. 
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L'A.  studia  un  contorno  che  può  essere  utilizzato  come  se- 
zione retta  di  un  montante  di  aeroplano,  allo  scopo  di  ridurre 
le  resistenze  passive.  Calcolando  la  forza  sostentatrice  si  trova 
che  questa  dipende,  oltre  che  dalla  posizione  dei  x>unti  critici 
di  velocità  nulla,  antdie  dall'angolo  sotto  il  quale  i  due  rami 
simmetrici  del  contorno  si  incontrano  a  poppa.  Calcolando  poi 
il  momento  della  forza  sostentatrice,  se  ne  può  determinare  il 
punto  di  applicazione,  cioè  il  centro  teorico  di  pressione. 

Meccanica  applicata.  —  Sulle  velocità  critiche  degli  alberi  rapida- 
mente rotanti.  Varie  note  di  P.  E.  Brunelli  (Ist.  Inc.  I^apoli,. 
1919  e  1921;  Kend.  Acc.  iScienze,  Napoli,  1918;  «  Industria  »  di 
Milano,  1918  e  1921;  «  Eiv.  Mar.  »,  1919;  Coli.  Ing.  Napoli,  1919; 
Ass.  Naz.  Ing.  It.,  1921;  Journal  Amer.  Soc.  New.  Eng.,  1921;. 
Shipbnilding,  1922)  e  di  M.  Sorkentini  («  Monitore  Tecnico  » 
di  Milano,  1921). 

Nel  progetto  delle  macchine  moderne  termiche,  idrauliche'  a 
elettriche  importa  assai  conoscere  con  buona  approssimazione,, 
per  evitarli,  i  valori  delle  velocità  critiche,  quelle  velocità  alle 
quali  le  forze  centrifughe,  equilibrano  le  reazioni  elastiche  per 
qualunque  valore  della  freccia  ;  condizione  di  cose  a  cui  corri- 
spondono inaccettabili  disturbi  di  funzionamento.  Sono  comune- 
mente noti  metodi  grafici  di  soluzione  del  problema  per  appros- 
simazioni successive  (Morley,  Vianello-Stodola).  '  Soluzioni 
generali  sono  conseguibili  solo  in  casi  relativamente  semplici; 
ma  sono  estremamente  interessanti  per  una  discussione  del  pro- 
blema intorno  al  quale  è  molto  difficile  e  spesso  pericoloso  estra- 
polare ad  occhio  e  croce.  Una  prima  serie  di  soluzioni  generali  h 
fornita  dal  Dunkerley  in  una  memoria  classica  {FhìL  Trans.,  1891),. 
dopo  la  quale  sembra  che  le  risorse  della  trattazione  generale 
siano  state  ritenute  esaurite;  il  caso  più  complesso  trattato  è 
quello  di  un  albero  di  sezione  costante  ed  uniformemente  caricato- 
riposante  su  tre  appoggi  ;  caso  che  è  risolto  da  un'equazione  della 

forma  : 

coth  z  H-  coth  Iz  =  cot  z  -+-  cot  Iz, 

ove  z  è  un  numero  che  ha  una  relazione  semplice  col  valore  della 
velocità  critica,  e  X  un  coeflìciente  dipendente  da  caratteristiche 
geometriche  o  meccaniche  dell'albero.  (Di  questi  coefficienti  ne 
incontreremo  in  seguito  altri  che  indicheremo  con  cp,  tj»,  ecc.).  Nelle 
l^resenti  note  è  ottenuta  la  soluzione  per  una  serie  di  casi  pili) 
l^rossimi  alle  condizioni  delle  applicazioni.  Lo  spazio  ci  consente 
solo  di  indicare  le  forme   dell'equazione  finale.   Per   ciascuna   di 
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queste  equazioni  sono  fornite  tabelle  abbastanza  estese  che  danno 
i  risultati  numerici  nel  campo  delle  applicazioni. 

a)  Albero  su  quattro  appoggi  di  sezione  costante,  unifor- 
memente caricato  e  simmetrico  rispetto  alla  mezzeria 

coth  z  -+-  tgh  Iz  =  cot  z  —  tg  Xz. 

(Il  confronto  di  questo  caso  con  quello  dell'albero  su  tre 
appoggi  permette  una  soluzione  sufficientemente  approssimata 
anche  del  caso  generale  dell'albero  non  simmetrico). 

b)  Albero  di  due  campate  ciascuna  di  sezione  costante  e 
uniformemente  caricata,  ma  sezione  e  carico  sono  diversi  nelle 
due  campate 

coth  z  +-  —  coth  —  z=z  cot  z  -H  —  cot  —  z. 

9  9  ?  ? 

e)  Caso  come  sopra,  ma  il  carico  su  di  una  campata  è  nullo 
coth  z  —  cot  z  =  Jcz. 

d)  Albero  di  tre  campate,  di  diversa  sezione  e  diversamente 
caricata,  ma  simmetrica  rispetto  alla  mezzaria 

coth  z  -{-  -^  tgh  —  z  :^  cot  z  —  ^-  tg  —  z, 

(anche  questo  ammette    un   caso   limite   risolta  da    un'equazione 
analoga  a  quella  del  caso  e). 

e)  Albero  su  due  appoggi  con  un  tratto  a  sbalzo.  In  corri- 
spondenza dell' api^oggio  al  mezzo  variano  sezione  e  carico.  (È  il 
caso  a  cui  si  possono  ravvicinare  le  condizioni  degli  alberi  porta- 
elica  delle  navi) 

cot  z  —  coth  z  }    tgh  —  z  —  tg  -  z  >  =  —  \  1  H- ;; =r 

H  Cp  ^-^        \  r^      \  ^^^^.COSh^ 

cp  cp 


cos  — z  cosh  —  !^\' 


Nelle  condizioni  degli  alberi  d'elica,  risolvendo  questa  equa- 
zione si  trova  che  la  presenza  del  tratto  a  sbalzo  fortemente 
caricato  abbassa  la  velocità  della  campata  adiacente  finanche 
del  25  "/o,  e  ciò  spiega  la  ragione  dei  gravi  i)erturbamenti  nel 
funzionamento  di  alcuni  api)arati.  Per  le  aj)plicazioni  pratiche  è 
ricavata  una  formula  empirica  che  entro  certi  limiti  fornisce 
risultati  molto  prossimi  a  quelli  della  formula  esatta,  troppo 
complessa  per  entrare  nell'uso  corrente. 

/)  Albero  appoggiato  agli   estremi,   scarico   o   assottigliato 
per  un  tratto  adiacente  a  un  appoggio, 

ll-^lz  cot  z\\l-\-Xs  coth  z  I  =  l{z^  I  coth  z  —  cot  z  \. 
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E  questa  equazione  dà  le  misure  del  lieve  rialzamento  della 
velocità  critica  che  corrisponde  allo  scaricare  un  breve  tratto 
presso  gli  appoggi,  o  del  forte  abbassamento  che  si  ha  invece 
diminuendo  ivi  la  sezione  dell'albero. 

gì  Albero  su  due  appoggi  soggetto  a  un  carico  uniforme  e 
ad  un  carico  concentrato  nel  mezzo 

2;(tg  z  —  tgh  z)  =  cost. 

È  questo  il  solo  caso  di  cui  finora  si  sia  ottenuta  la  solu- 
zione in  presenza  di  carichi  distribuiti  associati  a  carichi  con- 
centrati. I  risultati  numerici  confermano  l'attendibilità  dei  pro- 
cedimenti approssimati  usuali. 

Economia.  —  Guido  Sensini  :  Le  equazioni  dell'equilibrio  econo- 
mico-finanziario^ per  un  pimto  dato,  nel  caso  delle  imposte  e 
iti  un  regime  di  libera  concorrenza  economica,  pubblicato  in 
«  Eivista  italiana  di  Sociologia  »,  Roma,  fascicolo  ottobre- 
dicembre  1920. 

Le  equazioni  della  statica  economica  quali  ci  furono  date 
dal  Walkas  e  dal  Pareto  non  tengono  conto  (alcuno)  della 
presenza  dei  fenomeni  fiscali  in  un  determinato  campo  economico. 
(Ciò  non  suona  critica  a  quegli  autori  giacché  i  problemi  vanno 
risoluti  per  gradi,  incominciando  dal  più  semplice  e  passando  al 
più  complesso).  Ora  mi  par  giunto  il  momento  di  introdurre  nei 
sistemi  d'equazioni  dell'equilibrio  economico  la  considerazione 
dei  fenomeni  fiscali,  e  ciò  sta  formando  l'oggetto  dei  miei  studi 
economico- matematici  in  questo  momento. 

Il  lavóro  sopra  indicato  è  il  primo  di  una  serie  che  non  sarà 
breve.  In  esso  si  considera  un  punto  d'equilibrio  statico  (stabile) 
e  si  procura  di  scrivere  le  equazioni  che  individuano  tale  punto 
pel  caso  in  cui  nel  sistema  sussista  un  regime  di  libera  concor- 
renza completa,  sussistano  solo  imposte  dirette  ed  indirette,  i 
prezzi  delle  merci  siano  costanti  rispetto  alle  successive  porzioni 
barattate,  i  coefficienti  di  produzione  siano  anch'essi  costanti,  il 
mercato  sia  chiuso. 

Si  ottengono  così  sistemi  d'equazioni  naturalmente  più  com- 
plessi di  quelli  Walrasio-paretiani,  ma  di  essi  più  generali.  In 
seguito  bisognerà  togliere  mano  mano  le  restrizioni  imposteci,  e 
quando  tale  lavoro  saia  compiuto  possederemo  forse  le  equazioni 
generali  dell'equilibrio  economico-finanziario. 
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Calcolo  funzionale.  —  P.  Fatou:  Sur  les  équations  foìictionnelìes. 

tj  un  lavoro  di  mole  considerevole  (pagine  279)  comparso 
nei  t.  XVII  e  t.  XVIII  del  Bulletin  de  la  Société  mathém.  de 
France  (1919-1920),  che  reca  un  contributo  notevole  ad  un  Capi- 
tolo dell'analisi  il  quale,  nonostante  il  suo  indiscutibile  interesse, 
può  dirsi  ancora  al  suo  inizio.  Il  suo  titolo  Sur  les  équations  fon- 
ctionnelles,  è  , alquanto  generico,  ma  si  ti-atta  in  sostanza  dello 
studio  dell'iterazione  di  una  funzione  analitica,  e  più  special- 
mente di  una  funzione  razionale  di  una  variabile  complessa. 
Fino  a  questi  ultimi  anni,  i  risultati  più  notf>voli  relativamente 
all'iterazione  di  una  funzione  analitica  erano  quelli  ottenuti  prin- 
cipalmente dal  K(ENIGS  —  accanto  al  quale  si  potrebbe  citare  il 
Farkas  e  qualche  altro  —  circa  al  comportamento  delle  iterate 
di  una  funzione  analitica /(^j)  nell'intorno  di  un  punto  regolare 
invariante  x.  tale  cioè  da  verificare  l' equazione /(a?)  =  J7;  lo  studio 
era  fatto  dunque  in  piccolo  o  localmente,  e  principalmente  nel 
caso  di  \f'{x}\  <  1,  in  cui  x  viene  detto  punto  attrattivo;  il  caso 
di  \f{x)\=il  veniva  poi  studiato,  in  modo  però  incompleto,  dal 
Leau.  Eisultato  principale  del  Kcenigs  era  la  scoperta  di  una 
funzione  analitica  '•^(z)  regolare  nell'intorno  di  x  e  verificante  la 
così  detta  equazione  di  Schroeder: 

^>[f(z)\  =  l^fiz). 

Ma  lo  SLudio  dell'iterazione  in  grande,  cioè  in  tutto  il  piano 
sfera  della  variabile  complessa,  era  un  problema  quasi  nuovo  e 
che  presentava  gravi  difficoltà,  anche  nei  casi  più  semplici,  all' in- 
fuori di  quello  semplicissimo  della  f{X)  lineare:  è  questo  problema 
die  il  Fatou  affronta  nel  presente  lavoro,  e  che  ha  pure  formato 
oggetto  di  un  lavoro  notevole  di  G.  Julia,  premiato  dall'Acca- 
demia delle  Scienze  di  Parigi  e  di  cui  renderemo  conto  in  un 
])ros8Ìmo  fascicolo  del  nostro  Bollettino:  l'uno  e  l'altro  trattando 
il  caso  dell'iterazione  di  una  funzione  razionale. 
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Data  la  funzione  razionale  R{z)  di  grado  d  >  1,  si  pone 
Zi=R{z),  z„  =  E{z„^{),  z„  =  B„{z};  le  R„  sono  le  iterate  di  B,  i 
punti  z„  sono  i  conseguenti  di  z,  e  di  z  si  possono  considerare 
gli  antecedenti,  pei  quali  si  impone  l'esame  della  multiplicità  di 
valori  delle  R-Jz).  Una  prima  ricerca  è  quella  dei  punti  inva- 
rianti, soluzioni  di  E(z)  =  z,  e  quella  dei  punti  invarianti  di  i?„, 
soluzioni  di  E„{z)  =  z,  che  porta  al  •concetto  di  cicli  o  sistemi  di 
punti  periodici  per  iterazione  di  R.  Ad  ogni  punto  invariante  x 
è  connesso  il  moltiplicatore  s,  valore  di  R'{x),  e  fra  questi,  relativi 
ai  diversi  punti  invarianti,  passa  una  relazione  semplice,  ma  fertile 
di  conseguenze.  È  fondamentale  la  distinzione  dei  punti  invarianti 
in  attrattivi,  ripulsivi  od  indifferenti,  secondo  che  è  |«!  minore, 
maggiore  o  uguale  ad  1.  Lo  studio  dell'iterazione  in  vicinanza  di 
un  punto  attrattivo  è  quello  già  stato  fatto  dal  Kcenigs;  l'A.  fa 
un'analisi  minuziosa  ed  accurata  del  caso  difficile  del  punto  indif- 
ferente, per  il  quale  non  si  aveva  che  l'accennata  ricerca  non 
completa  del  Leau;  esamina  prima  il  caso  s  =  -»-3,  poi  «  =  e2rtiz^ 
a  essendo  razionale;   rimane   da  completarsi    lo    studio    del    casa 

di  a  irrazionale.  Segue   l'esame   di    alcuni    casi    speciali,  fra   cui 

5 
z^  -+-5,  z^  —  j(/)  ecc.  Ha  interesse  l'esame  dei  punti  critici  di  ^_j 

di  R_„,  e  pili  ancora  quello  dei  domini  lasciati  invariati  da  R, 
lì  contorno  invariante:  a  proposito  dei  quali  l'A.  introduce  la 
nozione,  che  si  rivela  importante  in  questo  studio,  di  dominio  com- 
pletamente invariante,  intendendo  con  ciò  quello  che  contiene  non 
solo  i  conseguenti,  ma  anche  tutti  gli  antecedenti  dei  suoi  punti. 
Tutto  ciò,  insieme  a  non  poche  altre  osservazioni,  è  il  contenuta 
dei  primi  due  Capitoli  della  Memoria. 

jSTel  Gap.  Ili,  l'A.  studia  una  classe  particolare  di  sostitu- 
zioni razionali:  quelle  che  trasformano  in  sé  rispettivamente  l' in- 
terno e  l'esterno  di  un  dato  cerchio,  che  può  anche  convenire  di 
trasformare  in  un  semipiano,  quello  delle  parti  immaginarie  posi- 
tive: nel  quale  caso  le  dette  funzioni  razionali  si  possono  ridurre 

d       . 

alla  forma  Rlz)=.h  —  V li  e  le  a  essendo  reali.  Il  modo  di 

^  ^  ^  z  —  ft' 

operare,  sul  piano,  di  simili  sostituzioni  indefinitamente  iterate 
—  e  anche  di  quelle  che  scambiano  l'interno  del  cerchio  col- 
l'esterno  —  viene  studiato  esaurientemente;  rimarrebbe  da  appro- 


(')  Uno  studio  dell'iterazione  di  a;-  —  rt,  in  cui  per  i  valori  diversi 
di  a  si  presentano  varie  delle  particolarità  rilevate  dall' A.,  era  stato  fatto 
<la  S.  Pinclierle  (Rendiconti  della  K.  Accademia  dei  Lincei,  1  dicembre  1918^ 
e  2  maggio  1920;  Rendiconti  dell'Accademia   di    Bologna,  6   aprilo    1919), 
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foudire  lo  studio  dei  conseguenti   dei   punti   della  circonferenza^ 
che  presenta  gravi  difficoltà  di  indole  aritmetica. 

Il  Cap.  IV,  cbe  si  propone  in  ultima  analisi  di  determi iiare- 
i  limiti  delle  It„(x)j  utilizza  il  concetto  di.MoNTEL  sulle  famiglie 
iiorniali  di  funzioni  analitiche:  come  è  noto,  esse  sono  le  famiglie 
dalle  quali,  estratta  comunque  una  successione  di  funzioni,  questa 
contiene  alla  sua  volta  una  successione  tendente  uniformemente 
ad  una  funzione  limite.  L' A.  trova  (;he  l'insieme  dei  punti  in  cui 
le  Iè„  costituiscono  una  famiglia  normale  è  completamente  inva- 
riante: lo  è  dunque  j^ure  P  insieme  F  dei  i^uuti  in  cui  la  suc- 
cessione delle  i?„  non  è  normale:  questo  insieme,  che  contiene 
almeno  un'infinità  numerabile  di  punti,  offre  in  queste  ricerche 
un  grande  interesse  in  quanto  che  esso  è,  in  generale,  l'insieme 
derivato  degli  antecedenti  di  un  punto  generico  del  piano.  Di 
questo  viene  dato  un  gran  numero  di  proprietà,  fra  cui  l'omo- 
geneità di  struttura  di  F  in  tutte  le  sue  parti,  ed  il  fatto  notevole 
che  il  numero  delle  regioni  distinte  in  cui  F  divide  il  piano  è  1, 
2  o  oc.  Nei  due  primi  casi,  i  limiti  delle  i?„  non  possono  essere 
cbe  costanti:  è  ipotetico,  del  resto,  il  caso  di  funzioni  limiti  non 
costanti. 

Nel  Cap.  V  viene  studiata  la  struttura  dei  domini  di  con- 
vergenza relativi  ai  punti  invarianti  attrattivi  o  indifferènti:  in 
questo  studio  si  presentano  questioni  delicate  pertinenti  aW  ana- 
lysis  situs,  e  si  ottengono  risultati  interessanti,  come  quello  che 
il  dominio  immediato  di  un  punto  invariante  attrattivo  o  è  sem- 
plicemente connesso,  o  lia  ordine  infinito  di  connessione.  Le  conside- 
razioni generali  sono  applicate  a  vari  casi  particolari  interessanti. 

Il  Gap.  VI  è  dedicato  allo  studio  delle  curve  che  limitano  i 
domini  invarianti,  curve  che  sono  esse  stesse  invarianti.  All' in- 
fuori di  casi  particolari,  esse  non  sono  analitiche  e  non  ammet- 
tono tangente:  come  era  già  stato  avvertito  in  un  caso  speciale  ('), 
esse  presentano  un  carattere  che  riconla  quello  della  nota  curva 
di  Von  KocH.  Infine  il  Cap.  VII  è  dedicato  allo  studio  delle 
soluzioni  di  equazioni  funzionali  il  cui  tipo  piìi  semplice  è  quello 
delle  equazioni  di  Scheòder  e  di  Abel.  La  prima  di  queste,  per 
l'intorno  di  un  punto  invariante  attrattivo,  ò  stata  risoluta  da 
KcENias;  ma  l' A.  ne  approfondisce  notevolmente  lo  studio,  sfrut- 
tando i  risultati  ottenuti  nei  precedenti  Capitoli  e  dimostra  come 
la  frontiera  del  dominio  invariante  immediato  relativo  al  punto 
sia,  per  la  funzione,  una  linea  singolare  essenziale.  Per  il  caso 
delle   sostituzioni   razionali  a  cerchio  fondamentale  dimostra  che 

(')  Nota  citata  dei  Rendiconti  dei  Lincei,  1  dicembre  1918. 
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la  funzione  di  Koenigs  tende  all'infinito  quando  la  variabile  tende 
radialmente  alla  circonferenza  frontiera,  all' infuori  al  piìi  di  un 
sistema  di  raggi  di  misura  angolare  nulla.  Essa  non  tende  invece 
necessariamente  all'infinito  se  la  variabile  tende  alla  circonferenza 
seguendo  una  via  non  normale  alla  circonferenza  stessa.  Pifi  com- 
plicato è  lo  studio  per  le  sostituzioni  razionali  piìi  generali,  come 
pure  quello  delle  soluzioni  dell'equazione  di  Schroder  nell'in- 
torno di  un  punto  invariante  repulsivo,  nel  quale  caso  si  ha  da 
fare  con  funzioni  non  più  uniformi  ma  in  cui  compie  un  ufficio 
importante  una  funzione  Q{x),  inversa  della  soluzione  dell'equa- 
zione di  Schroder,  intera  o  meromorfa,  scoperta  da  Poincaré,  e 
che  soddisfa  ad  un'equazione  funzionale  della  forma 

Q{s.r)  =  E[B{x)], 

come  pure  quello  dell'equazione  di  Abel  nell'intorno  di  un  punto 
indifferente.  Termina  il  lavoro  lo  studio  di  alcune  proprietà  di 
funzioni  meromorfe  che  sono,  nel  caso  di  un  punto  indifferente, 
le  analoghe  dell'anzidetta  funzione  di  Poincaré  per  un  punto 
ripulsivo. 

Concludendo,  riteniamo  opportuno  di  richiamare  l'attenzione 
su  un  lavoro  importante,  il  quale,  sebbene  di  lettura  non  facile, 
e  per  quanto  lasci  ancora  insolute  varie  questioni,  contiene  però 
un  gran  numero  di  risultati  di  cui  dovrà  tenere  conto  chiunque 
voglia  occuparsi  dell'attraente  ed  interessante  problema  dell'ite- 
razione analitica.  s.  p. 

Funzioni.  —  Demetrio  Kryjanowski:  Interpretazione  geometrica 
della  dipendenza  tra  due  funzioni  di  due  variabili,  Kasan,  1917, 
(in  russo). 

Il  prof.  Kryjanowski  dà  un'elegante  interpretazione  geome- 
trica della  condizione  di  dipendenza  di  due  funzioni  f{x,  ?/),  cp(.r,  y). 

Se  z=f{X,y)  è  una  superficie  qualunque,  egli  chiama  isoipse 
le  proiezioni  sul  piano  xy  delle  linee  di  livello  /(.r,  y)  =  cost. 
della  superficie;  verifica  che  la  condizione  necessaria  e  sufiìciente 
affinchè  due  funzioni  /(.'»,  i/),  '^i-*^,!/)  non  sieno  indipendenti  è  che 
i  sistemi  delle  isoipse  delle  superficie  z=f{x,y),  z  =  ^>{cr,y)  coin- 
cidano. L'annullarsi  del  jacobiano  delle  due  funzioni  esprime  che 
le  tangenti  alle  due  isoipse  passanti  per  un  punto  qualunque 
coincidono,  e  quindi  che  le  due  curve  coincidono  completamente. 
L'A.  estende  poi  le  sue  considerazioni  anche  al  caso  in  cui  le 
funzioni  f{X,y),  cp(i»,  y)  sono  ])olidrome.  g.  r. 
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Darstellung  und  Begriindung  einiger  neuerer  JEJrgebnisse  der  Funlctio- 
nentheorie,  di  Ed.  Landau  (Berlin,  J.  Springer,  1916). 

Questo  libro,  che  in  poche  pagine  racchiude  una  densa  ed 
interessante  copia  di  materia,  è  già  pubblicato  da  sei  anni  :  ma 
non  è  noto  fra  noi  quanto  merita,  e  perciò  crediamo  di  fare  cosa' 
utile  ai  soci  dell' U.  M.  I.  dandone  qui  un  ragguaglio  alquanto 
particolareggiato. 

L'opera,  che  non  ricliiede  dal  lettore  nulla  più  della  cono- 
scenza degli  elementi  della  teoria  delle  funzioni,  si  propone  di 
dare  notizia  di  un  certo  numero  di  proposizioni  pertinenti  a 
questa  teoria  e  scoperte  in  tempo  relativamente  recente  :  esse  si 
riferiscono  specialmente  al  comportamento  di  una  serie  di  potenze 
sulla  sua  circonferenza  di  convergenza  ed  alla  relativa  continua- 
zione analitica  ;  molte  di  queste  proposizioni,  presentate  dap- 
prima con  dimostrazioni  laboriose,  si  sono  potute  in  seguito  pro- 
vare con  procedimenti  piti  semplici  :  di  questi,  non  pochi  sono 
dovuti  all'Autore,  ed  ottenuti  con  acuta  analisi  clie,  liberandosi 
da  considerazioni  parassitarie,  metta  in  luce  il  nucleo  della  que- 
stione. La  redazione,  assai  accurata,  è  condotta  in  modo  da  indi- 
care al  lettore  ogni  minimo  passaggio  di  calcolo,  pure  invoglian- 
dolo a  consultare  le  memorie  originali  :  in  ogni  modo,  il  libro  del 
Landau  è  ben  lungi  dall'avere  il  carattere  di  compilazione,  non 
solo  per  le  semplificazioni  che  egli  apporta  alle  dimostrazioni  degli 
altri  autori,  ma  anche  perchè  a  lui  sono  dovuti  alcuni  dei  più 
notevoli  fra  i  risultati. 

Una  opportuna  innovazione  si  riscontra  nella  Introduzione 
(pag.  7-16),  in  cui,  di  ciascuno  dei  sette  Capitoli  di  cui  è  com- 
posta l'opera,  è  data  una  visione  preventiva,  indicando  per  cia- 
scuno l'essenza  della  questione  trattata,  lo  scopo,  i  precedenti: 
agli  enunciati  dei  teoremi  è  data,  in  questa  introduzione,  una 
forma  alquanto  più  generale  che  nel  testo,  ma  una  generalità 
più  di  apparenza  che  di  sostanza. 
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L'A.  ò  j)arco  di  notazioni  che  non  siano  dell' uso  comune: 
segnaliamo  le  scritture: 

f[x)  =  0{g{x%    f{x)  =  o{g{x)\ 

da  lui  introdotte  da  tempo,  ad  indicare  che,  essendo /(/r)  funzione 
complessa  e  g[x)  funzione  positiva,  è  rispettivamente  \fix)\'.g(x) 
limitata  qA  f{x}'.g{x)  tendente  a  zero,  per  x  tendente  ad  un  va- 
lore determinato  ^  (che  può  essere  anche  -+-  oo),  e  la  scrittura 
fix)cr)g{x)  per  indicare  clìe  f{x):  g(x)  tende  all'unità. 

Accenniamo  ora  brevemente  al  contenuto  dei  singoli  Capitoli. 

Gap..  I.  Serie  di  potenze  limitate.  -  Indichiamo  con  E,  per 
brevità,  l'insieme  di  tutte  le  serie  di  ])otenze  convergenti  nel 
cerchio  |  r»  |  <  1  ed  il  cui  valore  assoluto,  entro  questo  cerchio, 
non  eccede  l'unità. 

1)  Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  una  f{x)^'Eia„x" 
appartenga  ad  U,  è  che  posto 


i 


8„{x)  =  ^a^.V\      tjx)=: 


Sq{x)  -+-  S^lx)  -h  ...  -4-  Sjx) 


sin.  su  tutta  la  circonferenza  \x]  =  l  e  qualunque  sia  n,  \tjx)'  <.!. 
Il  numero  1  è  limite  superiore  per  le  ^, ,  ed  anche  massimo,  poiché 
è  t„{l)  =z  1  per  P  elemento  f{x)  =  1. 

2)  Nell'insieme  jEJ,  per  un  dato  n,  le  \s„\  hanno  per  limite 
superiore  il  valore  dato  da 


2J   •     V2 . 4/  \      2-4 ...  2n 

proposizione  notevole,  dovuta  al  Landau,  e  di    cui    la  dimostra- 
zione  (p.  22)    si    potrebbe   forse   semplificare  ;  di  G,,  è  dato  colla 

tì^„c/2 ~  log  w,  il  valore  assintotico,  con  procedimento   che  coincide 

con  quello  già  usato  in  circostanza  analoga,  dal  CesÀro  {Analisi 
infinitesimale,  p.  95)  ('). 

3)  Si   può   costruire   (Féjer)    una  f{x)   di   E  per   la    quale 
le  s„  non  sono  limitate. 

(*)  Conviene  notare  che  la  questione  delle  serie  di  potenze  limitate 
ha  formato  oggetto  di  lavori  ulteriori  :  v.  0.  SsÀz,  Math.  Zeitschr.,  T.  I, 
p.  163  (1918),  dove  si  trovano  anche  le  indicazioni  hihliografielie,  e  id., 
ibid.,  T.  8,  p.  302  (1920). 
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4)  Per  ogni  elemento  di  E^  posto 

oo 
0 

si  ha  0ìt(>)  =  o\(l  —  r)    ^j  (Hardy)  ;  esiste  poi  un  numero  positivo 
e   minor    d' uno    0   tale    che    è,    per   tutto   U,  011(9)  <  1    (Bohr)  ; 

vale  6=oj  ma  non  alcun  numero  maggiore  di  ^. 

Conseguenza  di  qnesto  ultimo  teorema  è  che  per /(a:')  :=  ^rt.„a;", 
convergente  in  un  cerchio  E,  si  ha 

oo 
0 

per  p  <  o  i2  ed  essendo  M{r)   il   massimo   valore   assoluto   di  f(x) 

sulla  circonferenza  \a;\=:r.  In  particolare,  per  una   funzione  in- 
tera, la  disuguaglianza  vale  qualunque  sia  p. 

Gap.  II.  Sommabilità  d'ordine  superiore.  -  Data  la  succes- 
sione di  numeri  complessi 

«0,       «j,...       (1,1  y 

•e  posto  f{x}  =  2a„.ì?",  si  formi  d' una  parte 

^0  -t-  «1  -+-  ••••  +  «n  =  SJ^^ 
S,'"'  -+-  Si<^'  H-  ....  -+-  .9,/<»  =  ^,/l> 


indi  si  ponga  c„'^^  = /S,/''' :  f      ,     ]  ;  si  formi  d'altra  parte 

«0  +  «1  -t-  ....  H-  «'„  :=  A,/"' 


-^  (/i,<«'  -I-  /i/*'>  -t-  ....  H-  /<.„<o>j  =  /t,/»' 


Se  esiste  il  lini  e,/'''  =  s,  si  dice,  come  è  noto,  che  la  serie  Sa,, 

7l=0O  0 

è  sommabile  d' ordine  A;  nel  senso  di  Oesàeo  e  che  s  ne  è  la  somma 
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(o  limite)  generalizzata  secondo  Cesàro  di  ordine  fe;  se  esiste  il 
liui /ì,/*^=«',  si  dice  che  la  serie  stessa  è  sommabile  d'ordine   k 

nel  senso  di  Holder  e  che  s'  ne  è  la  somma  generalizzata  secondo 
HoLDER  di  ordine  Jc.  L'esistenza  del  limite  di  e,,"'' porta  a  quella 
del  medesimo  limite,  per  c„ "'"'''■',  r  =  1,  2,...;  e  così  se  «'  è  il  limite 
di  /»„"'',  è  pure  11  limite  di  /j.„"'+''  per  r=:l,  2,...;  l'esistenza  del- 
l'uno o  dell'altro  porta  alla  regolarità  di  f{x)  per  |aj|<l;  in- 
fine esistendo  s,  esso  è  il  limite  di  f{x)  quando  se  tende  ladial- 
mente  ad  1, 

Orji,  è  stato  dimostrato  da  Knopp  e  da  ScHUR  che  «  ed  s' 
coincidono,  cioè  che  sono  identiche  le  somme  generalizzate  se- 
condo Cesàro  e  secondo  Holder;  alle  dimostrazioni  complicate 
date  primitivamente  di  questa  identità.  l'A.  ne  sostituisce  una 
assai  semplice  ed  elegante,  dovuta  ad  I.  SonuR. 

Nota  poi  come  si  presenti  la  questione,  se  la  sommabilità 
d'ordine  finito  sia  condizione  necessaria  perchè  f(x)  tenda  a  li- 
mite finito  per  .r  —  1,  e  si  risponde  negativamente  mediante 
l'esempio,  dovuto  a  Littlewood,  di  una  serie  di  potenze  con- 
vergente per    ic  <1  e  non  sommabile  di  alcun  ordine  finito,  per 

la  quale  è  Umf\x)  =  -e^. 
«—-1  2 

Gap.  III.  Inversione  del  teorema  di  Abel  sulle  serie  di 
potenze. 

1)  È  ben  noto  il    teorema   d'ABEL,  secondo   il  quale   dalla 

oo 

convergenza  di  Sa,,,  di  cui  sia  /  la  somma,  segue  che  per  .r  ten- 

0 

«lente  radialmente  ad  1,  la  f{x)  =  'La„x"  tende  ad  l.  Mentre  questo 
teorema  non  è  generalmente  invertibile,  come  ne  dà  esempio  la 
^(—  l)"x",  è  interessante  di  cercare  condizioni  sotto  cui  valga  l'in- 
vertibilità: si  ha  in  proposito  una  i^roposizione  data  da  tempo  da 
Tauber,  dimostrante  che  se  na„  tende  a  zero  ed  f(x)  tende  ad   l 

oo 

per  X  tendente  radialmente  ad  1,  è  2«„  =  l. 

0 

2)  Questo  teorema  è  esteso  dall' A.  al  caso  che  x  tenda  ad  1 
secondo  una  successione  di  punti  .t,,,  j=  1  —  r,„e'?'"<,  con  limr,„  =  0 

7)1  =  00 

e  cos 'f  „,  >  0  >  0  e  da  Hardy  e  Littlewood  al  caso  che  .r  tenda 
ad  1  seguendo  una  linea  tangente  internamente  alla  circonfe- 
renza |a;  -=1  e  la  cui  ordinata  sia  funzione  continua  e  mono- 
tona dell'ascissa:  sempre  nell'ipotesi  che  na„  tenda  a  zero. 

3)  Ma  era   difiScile   sostituire  quest'ultima  condizione   con 
un'altra  meno  restrittiva  :  ad  esempio  quella  che  na„  rimanga  limi- 
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tata  per  ogni  n.  A  ciò  sono  «giunti  Hardy  e  Littlewood  con  dimo- 
strazione di  carattere  piuttosto  recondito,  e  collegata  con  un'altra 
proposizione  degli  stessi  untori  assai  notevole  in  sé  stessa,  e  relativa 
alle  serie  di  potenze  a  coefficienti  positivi  ;  essa  si  enuncia  come 
segue  :  se  f{x)  =  Sa„j?",  con  a„  >  0,  converge  .  per  0  <  a;  <  1   ed   è 

tale  che  \imf{x}{l  —  a;j  =  l,  si  ha  che  e  lim z=l. 

X  — *- 1  »i  =  co  ''' 

•i)  Terminano  il  Capitolo  alcune  proposizioni  più  semplici, 
nell-o  stesso  ordine  di  idee  ;  ne  citeremo  due.  La  prima,  dovuta 
all' A.,  dice  che  se  na,^   tende  a   zero   e   Vim  f(r&'^}   tende  ad   una 

r  — 1 

funzione  flf(«p),  uniformemente  rispetto  a  cp,  la  Sa^e'"'^  converge 
uniformeuìente  ed  ha  per  somma  g('^)  ;  la  seconda,  di  Fé.jer,  di- 
mostra clie  se  Un  a„  \^  converge,  la  Srt„.v"  converge  per  tutti  i 
X)unti  ;r,ì  della  circonferenza  \x\^=l  pei  quali  si  verifica  che  /(.ti 
ha  limite  se  x  tende  radialmente  ad  Xq. 

Gap.  IV.  Sopra  alcuni  particolari  notevoli  del  comporta- 
mento (li  una  serie  di  potenze  sulla  propria  circonferenza  di 
«onvergeiiza.  —  In  questo  Capitolo  sono  riportati  tre  esempì 
notevoli,  dovuti  rispettivamente  ad  Hardy,  a  Lusin  ed  a  Sier- 
pmsKY.  Il  primo  è  quello  di  una  serie  di  potenze,  e  precisa- 
mente lo  sviluppo  di  (l~x)-'  che  per  \x\=:l  converge  unifor- 
memente, ma  non  assolutamente,  ^el  secondo  viene  costruita  una 
serie  di  potenze  Sa„j?",  in  cui  è  lim  a„  =  0,  e  che  diverge  su  tutta 

la  circonferenza  |j?|  =  l.  N'el  terzo  infine,  fondandosi  sul  prece- 
dente, viene  data  una  serie  di  potenze  convergente  in  un  solo 
punto  della  circonferenza  '  a?  :=  1.  A  questo  proposito,  l' A.  fa 
osservare  come  non  sia  possibile  costruire  una  serie  avente  sulla 
circonferenza  un  aggregato  dato  di  punti  di  convergenza,  poiché 
r insieme  degli  aggregati  di  punti  sulla  circonferenza  ha  potenza 
superiore  a  quella  del  continuo,  la  quale  è  la  potenza  dell'aggre- 
gato delle  serie  di  potenze. 

Cap.  Y.  Relazioni  fra  i  coefficienti  di  una  serie  di  potenze, 
e  le  singolarità  delle  funzioni  sulla  circonferenza. 

1)  Con  dimostrazione  del  Landau,  viene  dato  il  teorema 
che  se  la  serie  f{xj-='La„x",  col  raggio  1  di  convergenza,  ha  tutti 

1  coefficienti  di  argomento  comijreso  fra  [^  —  5  e  —  7^  -+-  5,  il  punto 

a'  =  l  è  singolare  per  la  funzione.  Questo  teorema  fu  dato  da 
VivANTi  per  il  caso  dei  coefficienti   positivi,   od  anche  compresi 

fra  j  e  —  7  ;  l'enunciato  più  generale  è  di  Dienes. 
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2j  II  Fatou  ha  (lata  una  proposizione  notevolissima,  cli& 
([Ili  viene  riportata  con  dimostrazione  di  M.  Kiesz;  essa  si  enuncia: 
se  è  lim  «„  =  0,  la  serie  I,a„x"  converge    in    ogni    punto    regolare 

di  |a*|  =  l  ed  uniformemente  su  ogni  arco  di  regolarità  (arco  della 
circonferenza  |ir|r=l  di  cui  tutti  i  punti,  estremi  inclusi,  siano 
regolari  per /(a?).  Il  teorema  è  notevole  in  quanto,  senza  l'ipotesi 
((„_*0,  la  regolarità  o  n)eno  della  funzione  non  è  affatto  legata 
alla  convergenza  o  divergenza  della  serie,  come  si  vede  con  esempi 
elementari  ssimi. 

3)  Viene  poi  dato  un  teorema  di  Hadàmard,  che  risale 
al  1892,  a  cai  si  dà  il  nome  di  «  teorema  della  lacuna  »  :  se  la 
serie /(a?)  :=  Sa,,,  a?"'n  è  tale  che  il  minimo  limite  di  wi„4.i  :  »j„  è 
maggiore  dell'unità,  la  circonferenza  di  convergenza  è  linea  sin- 
golare per  f(x). 

4)  Infine,  seguendo  HumviTZ  ed  applicando  la  precedente 
proposizione  di  Hadamard,  viene  giustificata  una  notevole  asser- 
zione del  Fatou,  dimostrata  per  primo  dal  Pòlya,  che  cioè  in 
una  qualunque  serie  di  potenze  è  possibile,  ed  in  infiniti  modi, 
mediante  un  opportuno  mutamento  del  segno  dei  coefficienti,  di 
ottenere   che  la  circonferenza  di  convergenza  sia  linea  singolare. 

Gap.  vi.  Alassimo  e  valore  medio  del  modulo   dì  una  fun- 
zione analitica  su  una  circonferenza. 

1)  Una  prima  j)roposizione  in  questo  ordine  di  idee  è  do- 
vuta ad  Hadamard  ed  è  riportata  dall' A.,  sotto  al  titolo  «  Hada- 
mardscher  Dreikreisesatz  »  con  dimostrazione  lievemente  sempli- 
ficata :  se  yì;r)  è  regolare  per  |*|<>'3,  se  Mir)  è  il  suo  massimo- 
valore  assoluto  sulla  circonferenza  \x\  =  r  {M{r)  è  funzione  noto- 
riamente crescente),  se  infine  è  0  <  r^  <  t\  <  r^,  si  ha  la  relazione 

1     log  ri     logilfK)  I 

1     log  r,     log  il/(r,)     >  0, 

1     logrg     logil/frg)  I 

che  esprime  che  log  M(r}  è  funzione  convessa  di  log  r.  La  pro])0- 
sizione  vale  ancora  per  una  funzione  monodroma  regolare  data 
nella  corona  circolare  »'i  <  |  a;  |  <  »'3,  con  r^  compreso  fra  ì\  ed  r^. 

2)  Da  tempo  HuRWiTZ  (1889)  aveva  dimostrato  che  data  la 
serie  di  potenze  ^a„x",  di  cui  r  sia  il  raggio  di  convergenza, 
l'aggregato  delle  sue  radici  di  modulo  <  r  coincide  coi  punti 
dell'aggregato    derivato    Q,   interni    al    cerchio   r,   dell'aggregato 

n 

delle    radici   dei    polinomi  Sa.,.r''=/„(.T).  (Si   calcola  come   appar- 
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tenente  a  Q  un  numero  ^  clie  sia  radice  di  infinite  fjx)).  Di 
questo  teorema  l'A.  dà  due  dimostrazioni,  indi,  giovandosi  del 
citato  teorema  dei  tre  cerchi  di  Hadamard,  dimostra  un  note- 
vole, recente  teorema  dovuto  a  Jentzch,  per  il  quale  ogni  punto 
della  circonferenza  r  appartiene  al  detto  aggregato  derivato  Q. 

3i  Chiude  il  Capitolo  la  dimostrazione  (semplificata  dall' A.) 
di  una  importante  osservazione  dovuta  ad  Hardy  ;  ed  è  che  se  jjilp) 
indica  il  valore  assoluto  medio  di  f{x)=z^a„x"  per  |a;j=p,  dove 
è  p  <  r,  raggio   di   convergenza   della  serie,  cioè,  se  è 

2tc 


IA(p)  =  27rJ  -^'"'^''^-''^'^' 


\i.ip)  ha   ijroprietà   analoghe   ad   il/,   cioè   è   funzione    crescente,    e 
log|ji(r)  è  funzione  convessa  di  logp. 

Cap.  vii.  All'ordine  di  idee  del  teorema  di  Picard  è  dedi- 
cato l'ultimo  Capitolo  di  questa  interessante  opera.  Un  celebre 
teorema,  dato  da  Picard  nel  1879,  insegna  che  una  funzione  in- 
tera non  costante  assume  per  qualche  valore  finito  di  .r,  ogni 
valore  assegnato,  ad  eccezione  di  uno  al  piri  ;  una  proposizione 
pili  generale  dello  stesso  Autore  mostra  inoltre  che  una  funzione 
monodroma  nell'intorno  di  un  punto  x^^  che  è  per  essa  singolare 
isolato,  assume  in  ogni  intorno  di  quel  punto  qualunque  valore 
assegnato,  eccettuato  uno  al  piìi.  Il  Picard  ha  dimostrato  il  suo 
teorema  facendo  uso  delle  proprietà  della  funzione  ellittico- 
modulare,  ponendone  l'enunciato  sotto  la  forma  «  una  funzione 
intera  che  non  assume  per  x  finito  né  il  valore  zero,  né  il  va- 
lore 1,  si  riduce  ad  una  costante  ».  Più  tardi  il  Borel  è  riuscito 
a  darne  una  dimostiazione  fondandosi  unicamente  su  principi 
elementari  della  teoria  delle  funzioni.  Ora,  seguendo  un  metodo 
analogo  a  quello  del  Borel,  il  Landau  è  giunto,  nel  1904,  ad 
una  notevole  ed  inattesa  proposizione,  dalla  quale  si  deduce 
subito  il  teorema  di  Picard;  ed  è  che  «  dati  i  due  numeri  com- 
plessi a  e  ,3  diversi  da  zero,  esiste  un  numero  positivo  («(a,  3) 
dipendente  soltanto  da  questi  numeri,   e   tale  che   ogni    funzione 


fix)  =iy.-\-  '^x  -+-  a^x^  -t-  a^r 


regolare  nel  cerchio  \x\<.o),  assume  entro  questo  cerchio  almeno 
uno  dei  due  valori  0  od  1  ».  In  particolare,  per  ogni  funzione 
razionale  intera 

cpfj?)  =  a  -f-  ?.x  -+-  a.,x^  -+- ....  -H  a„x", 
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almeno  una  delle  equazioni  cpi'j;)  r=  0,  '^(x)  =  l  ammette  una  radice 
minore  di  o)  in  valore  assoluto:  proposizione  notevole  che  non 
si  è  per  anco  riusciti  a  dimostrare  elementarmente. 

1)  Alla  interessante  materia,  i)reseutata  in  un  ordine  corri- 
spondente pili  allo  sviluppo  logico  clie  a  quello  storico  dell'ar- 
gomento, viene  premesso  un  lemma  di  Carathéodory,  ripetu- 
tamente applicato  diil  Landau  nei  suoi  lavori,  e  che  dà  un  valore 
maggiorante  per  3£(r}  :  questo  lemma  è  applicato  alla  dimostra- 
zione del  seguente  teorema  di  Schottky  (M:  dato  un  numero  0 
positivo  minore  d'uno  ed  un  numero  complesso  a,  esiste  un  nu- 
mero positivo  (OifO,  a),  tale  che  ogni  serie  /ii»)  =  Sft„.r",  regolare 
per  \x' <.!  con  /(0)=:a,  e  che  non  assume  per  |irj<l  ne  il  va- 
lore zero  ne  il  valore  1,  soddisfa  per  |<»|<0  alla   disuguaglianza 

/i.r)|<Wi.  Dal  quale  teorema  viene  dedotto  quello   di   Landau, 
da  questo  quello  di  Picard,  indi  l'accennata  estensione  di  questo. 

2)  L'ultimo  paragrafo  del  Capitolo  e  del  libro  contiene  tre 
proposizioni,  della  i)rima  delle  quali  diamo  l'enunciato:  «  esiste 
un  numero  i^ositivo  q  tale  che  ogni  funzione 

f[x}  ^=  ,v  -+-  a^x^  -+-  a^x^  -+- .... 

regolale  per  ]ic|<l  e  che  in  questo  cerchio  non  assume  due  volte 
uno  stesso  valore,  è  maggiore  di  q  sulla  circonferenza  \x[=zl  », 
e  che  culminano  nel  seguente  teorema,  dovuto  a  Koebe,  e  che  ha 
ricevuto  notevoli  applicazioni:  «  dato  il  numero  positivo  0  minore 
d'uno,  esistono  due  numeri  positivi  to'  ed  w'',  dipendenti  solo  da  6, 
e  tali  che  ogni  funzione  f{x)  regolare  nel  cerchio  \x\<iB  e  che 
non  assume  per  \x\<R  due  volte  uno  stesso  valore,  soddisfa  alla 
disuguaglianza 

per  ogni  coppia  di  i)unti  del  cerchio  \x\<HR  ». 

s.  p. 

(')  Questa  proposizione  è  stata  data  dal  suo  autore,  poco  tempo  dopo 
la  scopetta  del  teorema  di  Landau  ed  iu  relazione  col  teorema  stesso. 


CORRISPONDENZA 


1.  È  noto  che  le  formule  fondamentali  di  riduzione  della  fun- 
zione r  permettono  di  dedurre  i  valori  di  questa  funzione  per 
qualunque  x  reale,  dai  valori  calcolati  in  un  intervallo  ristretto  : 

per  esempio  ^  <  a?  <  o  ed    anche    inferiore    a    questo    (v.  Hoppe, 

Creile,  T.  XL,  1850).  Potrebbe  qualche  corrispondente  indicare 
se  vi  sono  lavori  recenti  sulla  questione,  e  quale  è  l'intervallo 
minimo  attualmente  conosciuto  in  cui  deve  essere  calcolata  la 
funzione  F  perchè  se  ne  possa  dedurre  il  valore,  mediante  le 
accennate  formule  di  riduzione,  per  ogni  x  reale?  Ursus 

2.  È  stato  dimostrato  che  i  noti  polinomi  elementari  P„{x)  che 
si  presentano  nella  riduzione  delle  equazioni  reciproche  (^),  i 
quali  verificano  la  relazione  ricorrente 

P„{x)  —  xP„-^{x)  -+-  P„-t{x)  =  0,     (Po  =  2,  Pi  =  x), 

sono  tutti  iterati  (di  indice  generalmente  irrazionale),  di  x^  —  2. 
È  noto  che  polinomi,  costituenti  qualche  altra  successione  ricor- 
rente nota,  siano  itei'ati  (di  indice  generalmente  non  intero)  di 
uno  di  essi?  .  Ursus 

3.  Si  domanda  l'integrale  generale  dell'equazione  alle  diffe- 
renze finite 

P(x  -+-  1)  -f-  pix)  —  2  =  ^(x)f{x)  —  ^{x  -+-  l)f{x  -t- 1), 

nella  quale  f{x)  è  la  funzione  incognita  e  la  cp(a;)  è  una  data 
funzione  reale,  della  variabile  reale  x. 

Nel  caso  in  cui  non  sia  possibile  di  giungere  all'integrale 
generale  dell'equazione  proposta,  si  domandano  i  valori  di  a;  estre- 
manti per  la  f(x). 

L'equazione  scritta  —  posta  dall' ing.  Allievi  —  è  l'equazione  generale 
che  lega  i  carichi  allo  sbocco  di  una  conduttura  d'acqua  in  pressione, 
soggetta  ad  un  colpo  d'  ariete,  carichi  relativi  a  due  istanti  quali  si  vogliano, 
ma  che  differiscono  di  un  intervallo  di  tempo  costante,  detto  durata  di  fase. 

L. 

{^)  V.  Serukt,  Cours  d'Algebre  supérieure.  T.  I,  p.  138  (ed.  1877). 


NOTIZIE 


Seminario  Muteiiiatico  della  R.  Università  di  Roma. 

Presso  varie  delle  nostre  Faeoltà  di  Scienze  esistono  istituti, 
i)  seminari  matematici,  ammessi  aflìcialmente  dalle  vigenti  dispo- 
ttiz/oni  regolamentari,  e  che  in  vario  modo  giovano  alla  coltura 
matematica  dei  giovani  e  ad  un  fecondo  scambio  di  idee  fra  gli 
studiosi  delle  scienze  esatte.  Fra  questi  istituti  merita  una  spe- 
ciale menzione  il  «  Seminario  matematico  della  Facoltà  di  Scienze  » 
nella  R.  Università  di  Eoma,  istituito  nel  1913,  e  che  sotto  la 
direzione  del  prof.  Volterra  ha  spiegato,  in  questo  decennio, 
una  singolare  attività.  In  molti  è  ancora  presente  il  i-icordo  della 
seduta  solenne  del  22  giugno  1918,  in  cui  vennero  commemorati 
quattro  matematici  italiani,  aiipartenenti  all'insegnamento  uni- 
versitario, caduti  gloriosamente  per  la  Patria  duiante  la  guerra 
•cAie  Le  ha  dato  i  suoi  naturali  confini;  i  ricordati  furono  L.  Or- 
lando, E.  E.  Levi,  R.  Torelli,  A.  Viterbl 

Il  Seminario  di  Roma  pubblica,  in  forma  elegante,  i  Rendi- 
conti delle  sue  sedute:  abbiamo  sott' occhio  l'ultimo  fascicolo 
uscito,  relativo  alle  sedute  dell'anno  accademico  1919-20.  (Roma, 
tip.  del  Senato,  1922);  dell'attività  dell'Istituto  darà  idea  la  se- 
guente indicazione  sommaria  del  contenuto  : 

1.  Una  conferenza  del  prof.  Levi  Civita,  sulla  funzione 
nrmonioa  viciniore  ad  una  funzione  assegnata. 

2.  Commemorazione  del  prof.  Vincenzo  Reina,  pronunciata 
dal  prof.  Gr.  Cassinis. 

3.  Commemorazione  del  prof.  Elia  Millosevioh,  pionnn- 
ciata  dal  prof.  Emilio  Bianchl 

4.  Conferenza  del  prof.  L.  Sartre:  riassunto  delle  Le<;ons 
sur  V approximation  des  fonctions  d'une  variahle  réelle  di  La  Vallee 
Poussin. 

5.  Conferenza  del  prof.  F.  Enriques:  Vedute  sullo  sviluppo 
della  scienza  nelV Antica  Grecia. 

6.  Conferenza  del  prof.  J.  Pérès  :  Sulla  teoria  delle  funzioni 
permutabili. 
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7.  Conferenza  del  prof.  R.  MarcolonGtO  :  La  spiegazione 
deW  accelerazione  del  perielio  di  Mercurio  secondo  la  teoria  gene- 
rale della  relatività  di  Einstein.  (Questa  conferenza  fa  seguito 
ad  altre  tenute  nel  Seminario  nell'anno  1918-19,  ed  in  cui  il 
prof.  MÀRCOLONGO  stesso  ed  il  prof.  Levi  Civita  avevano  esposto 
ed  illustrato  i  fondamenti  della  teoria  generale   della  relatività). 

Università   di   Napoli  -  Corsi   del    secondo  biennio  -  Seminario 
matematico. 

Prof.  E.  Pascal:  Analisi  superiore.  Funzioni  di  variabile  com- 
plessa. Superfìci  di  Riemann. 

Prof.  D.  MoNTESANO  :  Geometria  superiore.  Corrispondenze  bira- 
zionali  piane.  (Teoria  delle  serie  uniformi  di  un  dato  indice  di 
trasformazioni  birazionali  piane;  punti  fondamentali  principali  e 
satelliti.  Rappresentazione  grafica  di  tutte  le  corrispondenze  cre- 
moniane  di  ordine  minore  o  eguale  ad  un  numero  dato. 

Scomposizione  di  una  trasformazione  birazionale  piana  nel 
prodotto  di  trasformazioni  isologiche;  leggi  delle  discendenze  iso- 
logiche. 

Corrispondenza  prodotto  di  due  corrispondenze  birazionali 
piane  e  costruzione  del  quadro  caratteristico  del  prodotto  me- 
diante quelli  delle  corrispondenze  fattori.  Corrispondenze  nelle 
quali  i  punti  fondauìeiitali  sono  in  qualunque  modo  aderenti  fra 
loro;  loro  prodotto  di  corrispondenze  bii-azionali  quadratiche. 

Corrispondenze  birazionali  piane  involutorie). 

Prof.  R.  Makcolongo:  Meccanica  superiore.  Generalità  sulle 
^mogrufle  vettoriali  e  loro  aj)plicazioni  alla  meccanica  dei  corpi 
continui.  Teoria  dell'elasticità.  Metodi  di  integrazione  delle  equa- 
zioni di  equilibrio  dei  corpi  elastici  isotropi.  Applicazione  ai  piìi 
notevoli  casi  particolari. 

Prof.  R.  Marcolongo  (corso  gratuito)  :  Fisica  matematica.  Prima 
])arte:  Teoria  del  potenziale.  Seconda  parte:  La  teoria  speciale 
della  relatività. 

Prof.  G.  Scorza  :  Matematiche  elementari  da  un  punto  di  vista 
.superiore.  Prima  x)arto:  Corso  di  indole  monografica  sui  corpi  nu- 
merici e  le  algebre  in  riguardo  a  questioni  fondamentali  dell'arit- 
metica e  dell'  algebra  ordinaria. 

Seconda  Parte:  Esposizione  critica  degli  argomenti  più  delicati 
delle  matematiche  elementari;  esercizi  vari  di  geometria  analitica, 
di  geometria  elementare  secondo  la  classica  raccolta  del  Petersen 
<6  ore  settimanali). 

Nelle  lezioni  (un'ora   per   settimana)  al  Seminario  matematico, 


.■>6  BOLLETTINO   DELLA   LIMONE   MATEMATICA   ITALIANA 

il  prof.  Pascal  lia  svolto  una  serie  di  esercizi  critici  sul  calcolo 
differenziale;  il  prof.  Torelli,  alcuni  complementi  del  calcolo  infi- 
nitesimale (equazioni  differenziali,  geometria  differenziale);  il  prof. 
Marcolonjio  varie  esercitazioni  di  algebra,  di  analisi  e  di  mecca- 
nica; ed  il  prof.  Scorza  alcuni  complementi  di  geometria  analitica. 
Tali  esercitazioni,  svolte  direttamente  dagli  allievi  del  Semi- 
nario mediante  conferenze  ed  esercizi  scritti  ed  orali,  hanno  lo 
scopo  di  completare  i  corsi  del  primo  biennio. 

Università  (li  Napoli  -  Laureati  e  tesi  di  laurea  (luglio  1922). 

Bolognese  Luigi  :  Sugli  ellissoidi  di  Mac  Laurin  e  Jacohi.  (Tesi 
accompagnata  da  numerose  tavole  e  da  grafici). 

Sansone  Giuseppina:  La  congmeitza  bilineare  di  curve  monoi- 
diche  del  terzo  ordine.  Gruppi  chiusi  di  corrispondenze  hirazionali 
involutorie  nello  spazio. 

GiANNETTASio  GIUSEPPINA  :  ie  cor>7sj>owf7e7i5'e  hirazionali  pro- 
spettive di  ordine  minimo  fra  i  complessi  lineari  singolari  di  rette 
punti  dello  spazio.  Gruppi  chiusi  di  corrispondenze  birazionali  invo- 
lutorie nello  spazio. 

De  Martino  Pietro  :  Corrispondenze  birazionali  piane  dissim- 
metriche. Si  dimostra  rigorosamente  che  una  rete  omaloidica  dissim- 
metrica di  curve  non  può  avere  meno  di  nove  punti  base  e  che 
l'ordine  non  può  essere  minore  di  23;  e  che  esistono  corrispon- 
denze cremoniane  dissimmetriche  di  qualsiasi  ordine  e  con  un 
numero  qualunque  di  punti  fondamentali,  contrariamente  a  quanto 
aveva  creduto  Clebsch;  mentre  il  Kantor  aveva  ottenuto  vari  tipi 
di  tali  corrispondenze  senza  studiarle  di  iiroposito. 

Si  sono  costruite  reti  omaloidiche  nelle  quali  gli  ordini  di 
multiplicità  dei  punti  base  si  succedono  in  progressione  aritmetica. 
(Pieni  voti). 

Rocco  Anna.  Ricerche  sulle  forme  binarie  aventi  zero  le  ()%  le  8% 
le  12"  spinte  su  se  stesse.  Studio  delle  forme  nelle  quali  (/,/)■'  =  0 
e  ricerca  delle  relazioni  che  legano  i  coefficienti  di  una  tale  forma. 
Le  forme  con  una  radice  di  multiplicità  9^,  n  —  ì,  ....  n  —  i-{-l 
soddisfano  tutte  alla  proprietà  suddetta:  non  cosi  quelle  aventi 
radici  di  multiplicità  /,  i -4- 1,  ....  n  —  i-,  in  particolare  le  forme 
per  cui  (/,  ff^=^^  non  possono  avere  tutte  le  radit-i  dop])ie.  (Pieni 
voti  e  lode). 

Camera  Margherita:  Propagazione  della  luce  nei  cristalli  ed 
elettrodinamica  dei  corpi  in  movimento.  Applicazione  dei  metodi 
delle  omografie  vettoriali  a  varie  questioni  della  elettrodinamica 
di  Lorentz  e  ad  alcune  ricerche  del  Sella.  (Pieni  voti). 

IMuscetti  Maria:  Le  equazioni  di  Euler-Poisson  e  di  Hess-Schiff 
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del  moto  di  un  (jirqscopio  pesante.  Moiioj<nifla  coinpleru  sullo  recenti 
rieerclie  di  Stàekel  e  Lazzai-ino,  cou  uuovi  sviluppi  e  semplificazioni. 

Arena  Maria:  Sulle  discendenze  normali  delle  trasfornwzioni 
hirazionali  piane.  Si  assegna  un  procedimento  rapido  e  sicuro  per 
determinare  la  trasformazione  isologica  di  ordine  minimo  che 
produce  il  maggior  abbassamento  possibile  nell'ordine  di  una 
rete  data,  che  cioè  muta  la  rete  in  un'altra  il  cui  ordine  ha  il 
minor  v.alore  ])0ssibile.  (Pieni  voti). 

BellaVIGNA  Anna:  Sul  moto  di  un  giroscopio  simmetrico  pesante. 

De  TuRCis  Umberto  :  La  Riemanniana  corrispondente  alle  curve 
rappresentate  dall'  equazione  Ji\"x»  -+-  «'«"^s  +  x^"x^  =  0  con  speciale 
riferimento  alla  Riemanniana  corrispondente  alla  curva  di  Snyder. 
(Costruzione  di  un  elegante  modello  in  cartone). 

Carr,ellt  Luce:  Sui  determinanti  di  funzioni. 

Eechiohi  Eocco:  Studi  sulle  forme  binarie  triple.  Il  procedi- 
mento della  spinta  generalizzato  abilita  a  trovare  i  sistemi  completi 
di  formazioni  invariantive  per  le  forme  binanie  n^''^  (applicato  da 
Peano  per  le  binarie).  Si  costruiscono  le  formazioni  per  nna  trili- 
neare  (già  ottenute  per  altra  via  da  Le  Paige)  e  si  <limo8tra  che 
esse  costituiscono  il  sistema  completo  irriducibile;  e  si  determi- 
nano le  formazioni  sino  al  quarto  grado  per  una  quadratico- 
bi lineare,  inducendo  oltre  250  spinte  a  sole  20  formazioni  completo. 
{Pieni  voti  e  lod-e). 

TiiAVAGLiNi  Igtna:  Identità  vettoriali  e  loro  interpretazione 
nella  geometria  sferica  e  piana. 

Garzillo  Adele:  Sulle  funzioni  armoniche  e  poliarmoniche. 

MicoLT  Margherita:  Il  problema  deW induzione  elettrostatica 
mello  spazio  esterno  ad  un  sistema  di  sfere  le  une  esterne  alle   altre. 

D'Onofrio  Filomena:  SuW integrale  multiplo  del'a  funzione 
ipergeometrica. 

De  Lago  Anna:  Derivazione  covariante  e  controvariante  dei 
sistemi  multipli  covarianti  controvarianti  e  misti.  Deduzione  uniforme 
e  diretta  delle  formule  generali  di  Cbristoffel  e  Ricci  per  la  deri- 
vazione covariante  e  controvariante  di  sistemi  W''  covarianti  e 
controvarianti  e  per  la  derivazione  covariante  (controvariante) 
di  un  sistema  controvariante  (covariante).  (Pieni   voti). 

PiSA.Ni  Anna:  Involuzione  spaziale  determinata  da  una  curva 
^obba  di  genere  3  e-  da  un  cono  di  2"  ordine. 

SCARSELH  Rosa  :  Sistemi  di  congruenze  ortogonali  in  una  varietà 

qualunque  (pieni  voti). 

#  #  * 

Il  12  aprile  1922  veniva  celebrato  in  Monaco  (Bavierat  il  set- 
tantesimo compleanno  di  Ferdinando  Lindemann.  Un   articolo   del 
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libero  docente  dott.  Otto  Volk,  pubblicato  nella  Gazzetta  di  Augusta 
di  quel  j>iorno,  ricorda  i  meriti  dell'egregio  scienziato  ed  i  suoi 
]>rincipali  lavori,  in  particolare  di  quello  che  gli  ha  valso  il  titolo 
di  «  vincitore  di  n  ». 


In  occasione  del  suo  sessantesimo  compleanno,  il  prof.  D.  Hilbert 
è  stato  nominato  dottore  onorario  della  Università  di  Amburgo  e 

del  Politecnico  di  Zurigo. 

*  *  # 

È  iu  corso  di  stampa,  presso  la  Casa  Eflitrice  Fratelli  Bocca  (Torino),, 
il  libro:  Fondamenti  di  aritmetica  generale,  del  prof.  Alpinolo   Natucci. 

Lo  scopo  del  libro  è  di  presentare  una  sintesi,  possibilmente  cliiara 
e  completa,  dei  moderni  studi  critici  intorno  ai  fondamenti  dell'  aritmetica^ 
studi  che  sono  dovuti,  in  gran  parte,  a  matematici  italiani. 

L'intento  di  scrivere  un  libro  che  confrontasse  e  riassumesse  i  prin- 
cipali metodi  escogitati  da  vari  Autori  per  introdurre  le  varie  specie  di 
numero,  è  sorto  nell'A.  fin  dall'inizio  dei  suoi  studi  didattici,  ma  ha  preso  la 
forma  e  l'estensione  attuale  dopo  la  pubblicazione  delle  opere  di  Russell 
f  di  CouTURAT  Sui  principi  della  matematica.  Il  libro  differisce  però  essen- 
zialmente da  queste  opere,  come  risulta  da  un    esame  anche  superficiale. 


Uscirà    iu   questi    giorni,   edita   da    Spoerri    (Pisa),    la  terza  edizione  delle 
Lesioni  di  Geometria  proiettiva  ed  analitica,  del  Prof.  Eu.  Cianl 


Concorso  Nazionale  al  Premio  "  Cesare  Arzelà  ,,.  —  La  Classe  di  Scienze 
Fisiche  della  R.  Accademia  delle  Scienze  dell'Istituto  di  Bologna  bandisce 
il  1"  concorso  al  premio  quinquennale  «  Cesare  Arzelà  »  i)er  l'analisi  mate- 
matica, premio  fondato  per  testamento  dall'illustre  prof.  Cesare  Arzelà 
(e  elle,  in  suo  onore,  al  nome  di  lui  s'intitola). 

L'ammontare  del  premio  (circa  lire  quattromila),  sarà  stabilito  di  volta 
in  volta  dall'Accademia  in  ragione  della  lendita  quinquennale  del  capi- 
tale legato  a  tale  scopo  dal  prof.  Arzelà. 

Il  premio  sarà  conferito  al  miglior  lavoro  fatto  da  un  giovane  laureato 
nelle  Università  italiane,  nel  primo  quinquennio  della  sua  laurea,  su  argo- 
mento di  analisi  matematica,  e  a  preferenza  sulla  teoria  delle  funzioni 
(li  variabili  reali. 

La  scadenza  di  questo  primo  concorso  è  stabilita  al  31  dicembre  1923. 

I  lavori  che  verranno  |)reseutati  per  il  concorso  non  dovranno  essere 
di  (lata  posteriore  di  più  di  cinque  anni  a  quella  della  laurea  e  per  questo 
primo  concor8()  viene  calcolato  il  quinquennio  a  partire  dal  1°  gennaio 
dell'anno  1919. 


Elenco  delle  adesioni  giunte  a  tutto  il  30  settembre  1922. 


I  nomi  contrasseyuaii  con  un.  asterisco  sono  quelli  delle  persone  che  hanno 
aderito  in  qualità  di  soci  fondatori  ;  con  due  asterischi,  in  qualità  di 
soci  perpetui. 


Agostini  (lott.  Amedeo,  Bologna. 
Agostini  ing.  Aminto,  Bologna. 
Albenga  ing.  Giuseppe,  Bologna. 
Arnaldi  prof.  Ugo,  Padova. 
Amato  prof.  Vincenzo,  Catania. 
Amoroso  prof.  Luigi,  Napoli. 
Audreoli  prof.  Ginlio,  Napoli. 
Armellini  prof.  Giuseppe,  Pisa, 
Bardone  prof.  Mario,  Casteggio. 
Barzaghi  prof.  Angelo,  Arona. 
Bassi  dott.  Pietro,  Milano. 
Bedarida  dott.  Alberto  Mario,  Genova. 

*  Belardinelli    professore    Giuseppe, 

Bologna. 
Ballato    prof.    Elena,   Cavanella    Po 
(Rovigo). 

*  Bellnzzo    commendatore    ing.  Giu- 
seppe, Milano. 

Bertini  prof.  Eugenio,  Pisa. 
Berzolari  prof.  Luigi,  Pavia. 
Bette  prof.  Antonio,  Voghera. 
Biagini  prof.  ing.  Giuseppe,  Torino. 
Bianchi  jjrof.  Luigi,  Pisa. 
Bompiani  prof.  Enrico,  Roma. 
Bon vicini  ing.  Dante,  Bologna. 

*  Bordiga  prof.  Giovanni,  Padova. 
Bordoni  prof.  Ugo,  Roma. 
Borini  prof.  Borino,  Forlì. 
Bortolotti  dott.  Enea,  Bologna. 
Bortolotti  prof.  Ettore,  Bologna. 
Bottino   Barzizza   dottore   Giovanni, 

Milano. 
Brusotti  prof.  Luigi,  Pavia. 
Burgatti  prof.  Pietro,  Bologna. 
Bnrnengo    dott.    Giuseppe,    Savona. 
Caldonazzo  prof.  Bruto,  Milano. 
Caminati  professore  Pietro,  Coronata 

Ligure. 
Caratlieodory   dott.  prof.   Costantin, 

Smirne. 
Carlini  prof.  Luigi,  Udine. 
Camera  prof.  Luigi,  Trieste. 
Caselli  dott.  V.,  Sciacca. 
Castelli  prof.  Pietro,  Ancona. 
Catania  dott.  Agostino,  Messina. 


Checchetti  ing.  G,  Milano. 
Chiellini  dott.  Armando,  Pisa. 
Cliini  dott.  Giovanni,  Ascoli  Piceno. 
Ciiiossi  ing.  Gualtiero,  Brescia. 
Chisini  prof.  Oscar,  Bologna. 
Ciani  prof.  Edgardo,  Genova. 
Cipolla  prof.  Michele,  Catania. 
Clausi  Schettini  professore  Michele. 

Cosenza. 
Colonnetti  prof.  ing.  G.,  Torino. 
Colucci  prof.  Antonio,  Caserta. 
Conforto  prof.  Ruggero,  Trieste. 
Corbino   prof.  Orso  Mario,  Senatore 

del  Regno,  Roma. 
Corini  prof.  ing.  Felice,  Parma. 
Crudeli  prof.  Ur.ìberto,  Roma. 
Custer  prof.  Arnaldo,  Lucca. 
Dal  Pozzolo  prof.  Giustiuiano.Verona. 
Daniele  prof.  Ermenegildo,  Modena. 
De  Cristofaro  prof.  Enrico,  Bari. 
De  Franchis  prof.  Michele,  Palermo. 
Del  Sere  sig.  Landò,  Firenze.    . 
Denjoy  dott.  prof.  Arnaud,  Paris. 
Donati  prof.  Luigi,  Bologna. 
D'Ovidio  prof.  Enrico,  Senatore  del 

Regno,  Torino. 
Esperti  prof.  Vincenzo,  Bari. 
Fantappiè  dott.  Luigi,  Viterbo. 
Fantoli  prof.  ing.  Gaudenzio,  Milano. 
Ferrara  prof.  Domenico,  Triggiano. 
Ferrari  dott.  Maria,  Vicenza. 
Filipponi  i^rof.  Angelo,  Milano. 
Fiorentini  prof.  Pietro,  Forlì. 
Francia  dott.  Anita,  Ferrara. 
Frassetto  prof.  Fabio,  Bologna. 
Fubini  prof.  Guido,  Torino. 
Furlanetto  dott.  Elena,  Parma. 
Furlaui  prof.  G.,  Trieste. 
Gabba  ing.  Luigi,  Milano. 
Gabinetto  di  MaccliineTecniche  della 

R.  Se.  d'Appi,  per  gì' Ing.,  Bologna. 
Galvani  prof.  Luigi,  Roma. 
Gasparini  prof.  Attilio,  Oderzo, 
*  Giambelli  prof.  Giovanni,  Messina. 
Giuatta  ing.  Cristoforo,  Genova. 
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Giorgi  ini;'.  Giorgio,  Roma. 
Gir:i".(i  ilott.  Giulio.  ÌNIondovì  Piazza. 
Godeaiix  prof.  Luciano,  Bruxelles. 
Goiiella  (lott.  Giovanni,  Torino. 
Guidi  ])iof.  Guido,  Torino. 
Holtzinann  i)rof.Maria,La  Maddalena. 
Horn  prof.  doti.  Guido.  Bologna. 

*  Istituto  Geogr.  Militare,  Firenze. 
Ivaldi  ing.  Gaetano,  .San  Pier  d'Arena, 
.lezzi  dott.  Matilde,  Macerata. 
Jung  prof.  Giuseppe,  Milano. 

L;i  Barbera   dott.   Alberto,  Trapani. 
Lacca   prof.  dott.  Gaetano,  Messina. 
Laura  prof.  Ernesto,  Pavia, 
ideili  ing.  Marcello,  Bologna. 
Levi  prof.  Beppo,  Parma. 
Lodi   mons.re  pi-of.  Ettore,   Bologna, 
i^ombardo  Alberico,  Milano. 
Loria  prof.  Gino,  Genova. 
Lo  Vetere  prof.  Gallo,  Terni. 
Maggi  prof.  Gian  Antonio,  Pisa. 
Magrini  professore  comni.  Giovanni, 

Venezia. 
.Manarini  dott.  Mario,  Bologna. 
Marcolongo  prof.  Roberto,  Napoli 

*  Martinetti   prof.  Vittorio, Messina. 

*  Massa  ing.  Eugenio,  Genova. 

.  ]\Iasoni  prof.  comm.  Udalrigo,  Napoli. 
^Mattioli  prof.  Lio,  Crevalcore. 
Mazzoni  prof.  Pacifico,  Bari. 
Memnio  cap.  Dino,  Roma. 
Mercogiiano  prof.  Domenico,  Niipoli. 
^lerlani  dott.  cav.  Adolfo,    Bologna. 
Mineo  prof.  Corradino,  Palermo. 
Montanari  dott.  Maria,  Ravenna. 
Mortara  prof.  Giorgio,  Roma. 
Nalli  i)rof.  Pia,  Palermo. 
Nanni  dott.  Marta,  Bologna. 
Natucci  prof.   Alpinolo,  Mondovì. 
Nicoletti  prof.  Onorato.  Pisa. 
Notari  prof.  Vittoria,  Parma. 
Ortu  Carboni  prof.  Salvatore,  Genova. 
Ottolenghi  prof.  Bianca,  Mantova. 
Pascal  dott.  Mario,  Napoli. 
Peisino  dott.  Giovanni,  Pino  Torinese. 
Perdiearo  prof.  Vincenzo,  Adernò. 
Persicc  prof.  Giuseppe    M.,   Brescia. 
Pession  prof.  Beniamino,  Milano. 
Pezzi  dott.  Valeria,  liologna. 
PiazzoUa    Beloch    dott.    Marglierita, 
Palermo. 

*  Pincherle  prof.  Salvatore,  Bologna. 
Pinciroli  ing.  iMofessore  Cherubino, 

Genova. 
Podetti   i>rof.  Francesco,  Novara. 


**  Pomi  ni    ing.    prof.    cav.  Ottorino^ 

Cast^ellanza. 
Pompetti  prof.  Antonio,  Teramo. 
Postinger  dott.  Carlo,  liovereto. 
Presidenza   del   R.    Istituto   Tecnico 

«  Beltrami  »,  (Jremona. 
Puppini  prof.  Umberto,  Bologna. 
Repetto  dott.  prof.  Giusei)pe,  Sass.ari, 
Ricci   prof.  Anita,  Forlì. 
Ricci  Curbastro  prof.  G.,  Padova. 
Rimiiii  ing.  dott.  Cesare,  Bologna. 
Rimondini  prof.  Filippo,   Ferrara. 
Roggero  prof.  Egisto,  Milano. 
Roghi  dott.  Ruggero,   Bologna. 
Rosati  piof.  Carlo,  Pisa. 
Raffini  ing.  Guido,  Villa  Cogozzo^ 
Riilìni  prof.  Enrico,  Roma, 

*  Ruggeri  prof.  Carlo,  Urbino. 
Salmon  Luigi,  Bologna. 
Sannia  prof.  Gustavo,  Torino. 
Savalteri  Vincenzo,  Palermo. 
Sbrana  dott.  Francesco,  Genova. 
Scorza  prof.  Gaetano,  Napoli. 
Segre  prof.  Corrado,  Torino. 
Scrini  ]>rof.  Rocco,  Pavia. 
S^verini  prof.  Carlo,  Genova. 
Sibirani   prof.  Filippo,  Pavia. 
Somigliana  prof.  Carlo,  Torino. 
Spam])inato  [>rof.  Nicola,  Catania 
Stannhellini  prof.  Umberto,  Forlì. 
Stefani  dott.  Artemio,  Rimini. 
Sui)iuo  ing.  Giulio.  Bologna. 
Tardini   prof.  Lorenzo,  Modena, 
Tedeschi  dott.  Bruno,  Trieste. 
Terracini    prof.    Alessandro,  Torino. 
Todesco  dott.  Giorgio,  Bologna. 
*Toja  Gran.  Uff.  ing.  Guido,  Roma. 
Tonelli  prof.  Leonida,  .Bologna. 
Torelli   prof.  Gabriele,  Napoli. 
Travaglini  prof.  Irmo,  Belluno. 
Tricomi  i)rof.  Francesco,  Roma. 
Uicinoli   prof.  Aurelio,  Avellino. 
Vacca  prof.  Giovanni,  Firenze. 
Vallauri    ing.  i^rofessore   Giancarlo^ 

Livorno. 
Vercelli  prof.  Francesco,  Trieste. 
Verdelli  prof.  Enrico,  Bologna. 
Vitali   prof.  Giuseppe,  Genova. 
Vitali  ])rof.  Goffredo,  Bologna. 
Vivanti  prof.  Giulio,   Pavia. 
Vi?,zini   piof.  Giovanni,  Palermo. 
Voghera  dott.  Guido,  Trieste. 

*  Volterra    i)rof.    Vito,   Senatore  del 
Regno,  Roma. 

*  Zappala  prof.  Attilio,  Messina.  " 


ARMANDO  PASQUALI  Gerente  responsabile 


Coop.  Tip.  Azzogii'di  -  Bologna  -  10-1922 


PICCOLE  NOTE 

Prova  di  un  teorema  aritmetico  di  Jacobi. 

Fota  di  Luigi  Bianchi 


Kel  tomo  3  del  Oiornale  di  Creile  ''p.  497)  Dirichlet  pro- 
poneva la  questione  seguente.  Se  5  è  un  numero  primo  della 
forma  q=:4:h-^-3,  risulta  dal  teorema  di  Wilson  la  congruenza 

(1.2.3....^-^]'=  1  (mod.  q), 
indi  l'altra 

0—1 

(1)  I.2.3....  ^^— =  ±1  (mod.  51. 


Dirichlet  domandava  un  criterio  per  decidere  per  quali  numeri 
primi  g  ss  3  (mod.  4)  vale  nel  secondo  membro  della  il)  il  segno 
positivo,  e  per  quali  il  segno  negativo.  Al  che  rispose  Jacobi 
Grelle's  Journal,  Bd.  9  S.  189,  Werke  Bd.  6,  S.  243)  colla  •  propo- 
sizione seguente: 

Se  il  numero  dei  residui  quadratici  di  q  che  sono  >  ^  si  indica 
con  [x,  si  ha- 

(A)  1.2.3....^^  =  (-1)!^   /mod.  gs 

e  vale  quindi  nella  (1)  il  segno  superiore  se  \i.  è  pari,  V  inferiore  se  \x 
è  dispari. 

Osservo  che  per  dimostrare  la  formola  (A)  basta  imitare  il 
procedimento  tenuto  da  Gauss  per  stabilire  il  lemma  fondamen- 
tale della  sua  terza  dimostrazione  della  legge  di  reciprocità 
(Gauss,   WerJce,  Bd.  II,  p.  1-8),  come  segue. 

Bipartiamo  i  ^-75 —  residui  quadratici  (mod.  q\  in  due  gruppi, 
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dei  quali  il  primo  contenga  i  [i  residui  «i,  aj,....,a,^  che  sono  >  ^, 

l'altro  i  rimanenti  pj,  [i, ,...., p^^^  fX-4-jjL= — - — J  inferiori  a  ^.  Sic- 
come i  numeri  a,  ^  sono  insieme  le  radici  delle  congruenza  binomia 
di  grado  dispari 

9-1 

X  '^    —1  =  0  (mod.  q), 
avremo 

(2)  aiaj....a^,3i-!j....,Sx  =  l  ("lod.  q). 

Se  cousideriamoi  — ^ —  numeri 

(3)  «  — «1,  9  — a2,.-,S  — «ix,  -Pi,  Ps jh^ 

questi  sono  inferiori  tutti  a  ^  e  diversi  fra  loro,  poicbè  non  vi 
sono  due  a  o  due  p  eguali,  né  un  q  —  y.  eguale   a  un  p,   essendo 

il  secondo  residuo,  il  primo  non  residuo,  a  causa  di  ( ):=  —  1. 

Dunque  i  numeri  (3)  riproducono,  in  altro  ordine,  \  numeri 

1    2    3         ^^ 

e  facendone  il  prodotto  risulta 

[q  -  ^,)(q  -  a^ ....  iq  -^^)},% ....  ^^  =  1  •  2  •  3 ....  ^ . 

Se  qui  si  riduce  (mod.  q\  osservando  la  (2),  se  ne  trae 
subito  la  (A). 

Come  nella  seconda  trasformazione  del  lemma  di  GAUSS,  si 
può  dare  un  altro  aspetto  alla  (A)  facendo  figurare,  in  luogo  dei 
numeri  a,  ,8,  che  sono  i  minimi  resti  positivi  (mod.  q)  dei  quadrati 

(4j  r,  22, 3*      '^ 


2 
i  quozienti  della  divisione   di   questi  per  q.   Pongasi  in  generale 
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:aven(lo  indicato  con   M  —  ]  il  quoziente,  con  r,  il  resto  della  divi- 

0—1 

sione  di  s*  per  q.  Sommando  la  precedente  pei  valori  1,2,3... 
<li  s  e  ponendo 

•col  ricordare  la  forinola 

i   -t-  ^   -H  ...  -H  ^     2     ;  —        24       ' 
•deduciamo 

2(5*  -  1) 


24 


giV+ A-h  B. 


D'altra  parte,  sommando  i  numeri  (3),  si  ottiene,  per  quanto 
precede 


\iq  —  A-^  B^ 


•che  sottratta  dalla  precedente  dà 

{q'-l){q~3) 


24 


z=q{N--\i)-\-2A. 


Siccome    nella   (A)    si   tratta    solo   di   decidere  se  ja  è  pari  o 
dispari,  ed  il  numero  a  destra 

■è  pari  (anzi  multiplo  di  4),  resta 

JV'sEptfmod.  2). 
La  formula  (A)  si  può  dunque  ancbe  scrivere 

<B)  1.2.3...^--2  ^  =  (-l)''(mod.^),     ]Sr=     ^    M~ì 

Pisa,  novembre  1.922. 
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Sulle  funzioni  ipergeometriche. 

Nota  di  Gabriele  Torelli 

L'integrale  multiplo  della  fuuzioue  ipergeonietrica  F{y^  ,3,  y,  ^) 
si  esprime  linearmente  per  mezzo  delle  funzioni  ipergeometriclie 
JP(a— 1,  [3,  y,  x\  F{oc,  %  y»  ^)  con  coefficienti  che  sono  polinomi 
in  x:  e  precisamente,  posto 

Jj....J^(«,  [i,  y,  iiOd*"'  = 

=  (y  -  a)Xi^(a  -  1,  j?,  y,  ^)  -  (1  -  x)YF(a,  ,8,  y,  a-j  +  Z, 
si  lia 


^ = 2  (-  D'  ,.(„.-i-,)!  S  ^...«-' 

«=0  ^  '  '  i^O 

«(«  —  1) ....  (s  —  i  -+-  l)fs  H- 1  —  y)(s'  —  y) ....  (s  —  i-h2  —  y) 


dove 


*'*       («-4-1— a)(s  — a)....(«  — «H-1— aj(«-4-l— ;ì)(s  — [i)....(«  — i-i-1— i3> 
e  le  Oo,  Ci,.—  )  C'm-i  sono  costanti  arbitrarie. 
Napoli,  novembre  1922. 


Equazioni  indeterminate  in  numeri  interi. 
Osservazioni    sull'  ultimo   teorema   di    Fermat. 

Nota  di  Giovanni  Vacca 

Scopo  di  questa  nota  è  quello  di  offrire  alcuni  risultati  assai 
semplici,  forse  finora  inosservati,  i  quali  aprono  la  via  a  nuove 
ricercbe  di  carattere  assai  generale. 

1.  Una  classe  molto  estesa  di  equazioni  indeterminate,  aventi 
almeno  una  soluzione,  del  tipo  : 

<1)  Fa-i-Fb  =  Fo 
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<love  a,  hf  e  sono  interi  ed  F  una  funzione  a  valori  interi  (^),   si 
ottiene  .sup])oiieiido  : 

(2)  Fx  z=fx(ga  -+-  gb  —  gc)  —  gMfa  -^  fh  —  fc) 

dove  fx^  gx  sono   funzioni   completamente   arbitrarie.   Qualunque 
«sse  siano,  si  ha  sempre  :  Fa  -i-  Fb  =  Fc. 

Se  per  esempio,  nella  (1)  si  pone:  gx  =  ì,  fx=:x*-^l,  si  ha: 
Fx  =  x^  —  (rt*  -f-è^  —  0*),  che  dà  soluzioni  ovvie. 

2.  È  interessante  cercare  la  soluzione  della  (1)  quando  si 
ponga  Fx=^x^-{-]c  dove  le  è  un  numero  intero,  ovvero  cercare 
le  soluzioni  intere  della  : 

(3)  rt^  -4-  è»  =  c«  —  k. 

Questa  equazione  non  lia  alcuna  soluzione  per  7c  =  4,  fc  =  5, 
come  si  vede  facilmente,  osservando  che  ogni  cubo  è  della 
forma  9n  ovvero  9n  -+- 1. 

Il  caso  1c  =  0  conduce  alla  impossibilità  dimostrata  da  Fermat. 
Se  è  impossibile  la  (3)  quando  Jc  è  della  forma  9n  ±  4,  è  invece 
possibile  se  le  è  di  una  delle  forme  9n±l,  -t  2,  ±3.  Ma  non 
sembra  facile  dimostrare  che  esistano  effettivamente  soluzioni  per 
ognuno  di  tali  valori  di  ìc. 

Analogamente  si  vede  subito  che  1'  equazione  a*  -h  b*=2c*  —  le 
è  insolubile  in  numeri  interi  se  le  è  un  intero  della  forma  ]6«  -t-  r^ 
dove  r  è  un  intero  compreso  tra  3  e  13,  ])erchè  ogni  potenza  quarta 
di  un  numero  intero  ha  una  delle  forme  16n,  16n  -+- 1. 

3.  Si  possono  facilmente  trovare  funzioni  intere  di  qualsi- 
voglia grado,  per  le  quali  la  (1)  ha  sempre  una  soluzione. 

Basta  osservare  che  se  ìi  è  un  intero  positivo,  se  si  pone  : 

(^  -f-  n)  ! 

Fx  =:  ' i , 


la  (li  è  risolubile  i)oneiido  a  =  b=:ìi  —  1,  c  =  ìi. 

Quindi,  mentre  è  impossibile  trovare  un  cubo  somma  di  due 
cubi,  è  invece  possibile  trovare  un  numero  piramidale,  somma 
di  due  piramidali.  Oltre  alla  soluzione  i)recedente,  data  dalla 
identità  : 

3  .  4  .  5  -h  3  •  4  .  5  =  4  .  5  .  6 , 

(')  Segiu'iuìo  1'  UBO  dei  classici,  Lagrange,  Gauss,  etc.  se  /  è  un  segno 
<li  funzione,  scriverò  fx.  invece  di  f{x).  notazione  oggi  più  usat:i,  ma  non 
soddisfacente. 
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se  ue  Lamio  però  altre;  per  esempio: 

8  .9.10 -j- 14.  15.  10  =  15.  16.  17. 

4.  Si  possono  pure  trovare  altre  finizioni  di  qualsivoglia  grada 
per  cui  la  (Ij  non  lia  alcuna  soluzione.  Se  si  [ione,  essendo  seini)re  n 

.  .         „         i-v  -+-  n)  ! 
un  numero  intero  iiositivo,  Fx  = j — -+-/r,  dove   A-   è    un    nu- 
mero intero  positivo,  minore  di  w!  —  1,  la  (1)  è  sempre  insolubile 
in  numeri  interi,  come   appare   osservando  che  Fa -^  Fb  —  Fc  —  Jc 
è  divisibile  per  ni  mentre  Jc  non  lo  è. 

Si  vede  così  clie  mentre  è  difficilissimo  stabilire  l'esistenza 
o  la  non  esistenza  di  soluzioni  della  (1)  per  alcune  espressioni 
della  F  per  mezzo  di  polinomi  di  grado  n,  a  coefficienti  interi, 
è  invece  facilissimo  risolvere  tale  problema  allorché  questi  poli- 
nomi hanno  forme  speciali. 

5.  Un'altra  estensione  dell'  ultimo  teorema  di  Fermat  è  sug- 
gerita da  una  ricerca  iniziata  molti  anni  or  sono  da  ANaELO 
Genocohi,  ma  passata  inosservata. 

L'equazione  a^  -\-  b^  =:c^,  impossibile  in  numeri  razionali,  è 
invece  possibile  se  si  scelgono  a,  b,  e  tra  i  numeri  della  forma 
P-^\'1i  dove  p,  q  sono  interi.  Così  ad  esempio: 

(9  -+-V5)'  -t-  (9  -^'5)='  =  12^;    (VSò  —  1)^  +  8=*  =  (\  85  -+-  1)S  etc. 

Invece  Genocchi  ha  dimostrato  (')  (ijartendo  da  un  risultato 
di  Lamé)  che  l'equazione  a~-hb~  =  c^  è  impossibile  anche  se  si 
cerchino  i  numeri  a,  b,  e  tra  le  radici  delle  equazioni  di  terzo 
grado  a  coefficienti  razionali. 

Ma  questa  equazione  è  ovviamente  possibile  ricercando  a,  b,  e 
tra  i  numeri  che  si  ottengono  risolvendo  successivamente  un'  equa- 
zione di  secondo  grado  e  poi  una  di  terzo  grado,  a  coefficienti 
razionali.  (Si  ottengono  considerando  T  equazione  indeterminata 
in  numeri  razionali  :  [a  -h  li"  —  (a  —  1)'  ^  />"). 

Parimenti  w'-^-b^^^c^  è  risolubile  quando  si  cerchino  a,  />,  e 
tra  le  radici  di  una  equazione  di  quarto  grado  a  coefficienti 
razionali,  risolubile  per  mezzo  di  due  equazioni  di  secondo  grado.^ 

Si  può  quindi  indurre  che  se  n  è  un  numero  primo,  l'equa- 
zione «'■ -f- &"  =  e"  si  possa  risolvere  soltanto  cercando  a,  b,  e  Ira 

(*)  A.  Genocchi:  Dei  couffrui  di  Leonardo  Pisano,  (estr.  dal  Cimento^ 
voi.  VI,  fase.  8),  Torino,  1855,  pag.  12,  nota. 
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le  radici  di  una  equazione  a  coefficienti  razionali  di  grado  n  —  1, 
e  che  inoltre  le  radici  di  questa  equazione  sì  possano  ottenere 
risolvendo  successivamente  a  equazioni  di  grado  p,  3  equazioni 
di  grado  q,  etc.  dove  si  supponga  n  —  1  decomposto  nei  suoi 
fattori  primi  :  n  —  1  =  p'^q?  .... 

Resta  da  indagare  se,  come  accade  per  n=z3,  n  =  5,  n  =  7, 
n^=ll,  questo  sistema  di  equazioni  sia  irriducibile,  come  accade 
nella  teoria  della  divisione  del  circolo,  come  è  stato  dimostrato 
da  Gauss. 

Si  avrebbe  allora  la  dimostrazione  di  un  teorèma  assai  iiiù 
preciso  e  comprensivo  di  quello  enunciato  da  Fermat. 

Firenze,  14  ottobre  1922. 


Sulla  rettificazione  delle  curve. 

Nota  di  Giuseppe  Vitali 

§  1.  È  noto  che,  se 

sono  le  equazioni  di  una  curva  G  continua  del  piano,  condizione 
iiecessaria  e  sufficiente  perchè  C  sia  rettificabile  è  che  le  x(t),  y(t) 
siano  a  variazione  limitata  (^)  e  che  se  C  è  rettifioabile,  ed  s  =  s,t) 
è  la  lunghezza  dell'  arco  di  C  che  va  dall'origine  [x  =  x(to),  7  =  7(^0^] 
al  punto  generico  [x  =  x(t),  yr=y(t)],  le  x  e  j  sono  funzioni  con- 
tinue di  s  (*). 

Inoltre  si  sa  che  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  s=:s(t) 
sia  assolutamente  continua  è  che  lo  siano  x(t),  y(t)  {^). 

Allora  se  0  è  rettificabile,  esprimendo  le  coordinate  dei  suoi 
punti  in  funzione  di  s  (cosicché  s=^t),  poiché  s=:t  è  assoluta- 
mente continua,  la  xis)  e  la  y(s)  lo  sono  pure,  ossia  : 

Se  C  è  una  curva  continua  e  rettificahile,  le  coordinate  dei  suoi 
punti  sono  funzioni  assolutamente  continue  dell'  arco,  e  quindi  se  C 
è  una  curva  continua  rettificahile,  è  sempre  possibile  scegliere  il  para- 
metro t  in  modo  che,  essendo  x  =  x(t),  y  =  y(t)  le  equazioni  della 
curva,  le  funzioni  x(t),  y(t)  siatio  assolutamente  continue. 

(')  V.  per  es.  L.  Toxelli,  Fondamenti  di  calcolo  delle  varia: ioni.  N.  Za- 
nichelli, Bologna,  §  8,  pag.  44  e  scg. 
C^)  L,  ToNELLi,  1.  e,  §  8,  pag.  45. 
(3)  L.  ToNEM.i,  I.  e,  §  17,  pag    67. 
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Ciò  ha  importanza  in  quanto  che  condizione  necessaria  e  suc- 
ciente perchè^  essendo  C  rettificahile,  sia 


- \^|x'^\t) -t-  y'''(t)dt 


è  che  le  x(t),  y(t)  siano  assolutamente  continue  (^). 
Ora  se  0  è  continua  e  rettificabile  e 

■x  =  x{t),     y  =  y(t\    {to<t<t,), 

sono  le  sue  equazioni,  con  xit),  y(t)  necessariamente  a  variazione 
limitata,  e  se  X(t)  e  Y(t)  sono  le  variazioni  totali  di  xit)  e  yit)  da 
fo  a  f,  la  funzione 

x  =  X{t)-^Y{t) 

è  continua  e  non  decrescente. 

Tenendo. conto  del  fatto  che,  se  a  due  valori  <',  <"  del  para- 
metro t  corrispondono  due  punti  P',  F"  che  occupano  la  stessa 
posizione  nel  piano,  questi  x>nnti  si  considerano  come  uguali  se 
e  soltanto  se  a  tutti  i  valori  di  t  compresi  fra  V  e  t"  corrispon- 
dono punti  che  occupano  lo  stesso  posto  di  P'  e  P"  (*i,  si  vede 
subito  che  ad  ogni  punto  di  G  corrisponde  un  valore  di  -  e  a 
punti  differenti  valori  differenti  e  viceversa,  così  che  le  .r.  y 
risultano  funzioni  continue  di  x  nell'intervallo  da  To=:X(<!oH-  Yd^) 
a  -,  =  X\t^)  -+-  Y(<j). 

Se  risulta 

x  =  ^{x\    y  =  M~\ 

le  funzioni  cpft)  e  'ji(r)  sono  assolutamente  continue  di  t,  perchè 
ad  ogni  incremento  di  t  corrisponde  un  incremento  non  maggiore 
di  X  e  Y  e  quindi  di  x  e  y,  e  perciò  basta  che  un  gru])po  di 
intervalli  di  (Tq,  Tj)  sia  di  lunghezza  complessiva  minore  di 
un  £>0  qualsiasi,  perchè  la  somma  dei  moduli  delle  variazioni 
di  .r,  e  quelle  dei  moduli  delle  variazioni  di  y  in  questi  inter- 
valli siano  minori  di  e. 

Così  si  può  realizzare  la  ia])pres('ntazione  di  una  curva  C 
continua  e  rettificabili  mediante  due  equazioni 

x  =  x{t),     y  =  y(t\ 

con  x(t]  e  yit)  assolutanieute  continue,  senza  ricorrere  alla  preven- 

(')  V.  L.  ToNRLLi,  §  65,  x)ag.  182-83. 
(-)  V.   L.  ToNELLi,  1.  e,  ^  2,  i)!Vf>'.  34. 
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tiva  rettificazione  dell'arco.  Questa  rettificazione  può  essere  poscia 
eseguita  applicando  il  teorema  già  citato  (^i. 


§  2.  La  rettificazione  delle  curve  continue,  rettificabili  è 
dunque  ricondotta  alle  operazioni  seguenti. 

1".  Calcolo  della  variazione  totale  di  una  funzione  a  varia- 
zione limitata. 

2°.  Derivazione  di  una  funzione  assolutamente  continua. 

3".  Integrazione  di  una  funzione  sommabile. 

4°.  Invertibilità  di  una  funzione  non  decrescente  (''i. 

Sulle  ultime  tre  specie  di  operazioni  non  vi  è  nulla  di  note- 
vole da  osservare,  poiché  si  è  abituati  a  considerare  come  riso- 
luti i  problemi  che  si  riconducono  ad  esse. 

Circa  la  prima  operazione  si  osserva  che  si  può  considerare 
anch'essa  come  una  operazione  elementare  del  Calcolo.  In  certi 
casi  essa  si  eseguisce  immediatamente.  Così  se  f{x)  è  una  fun- 
zione monotona  in  (a,  fe),  per  ogni  x,  per  cui  a<a?<6,  la  varia- 
zione di  /(.r)  in  {a,  x)  è  uguale  ad  \f[x) — /i«)|. 

Per  le  funzioni  continue  si  può  poi  dire  che  la  variazione  è 
uniforme,  cioè  che  per  ogni  e  >  0  si  può  trovare  un  segmento  t 
tale  che  quando  si  divide  l'intervallo  (a,  h)  in  parti  <t  la  somma 
dei  moduli  delle  variazioni  della  funzione  nei  singoli  tratti  diffe- 
risce dalla  variazione  totale  jjer  meno  di  e  ('i.  Quindi  per  avere 
la  variazione  totale  in  (a,  x)  di  una  funzione  continua  f{x)  basta 
dividere  (a,  x)  in  2,  4,  8,  16,....  2"....  parti  uguali,  per  ciascuna  di 
queste  divisioni  calcolare  la  somma  dei  moduli  degli  incrementi 
di  f{x)  nei  singoli  tratti  e  poi  trovare  il  limite  (che  è  certo  limite 
superiore)  della  successione  di  somme  trovate. 

Un  tal  procedimento  non  si  può  certamente  considerare  più 
penoso  di  quello  che  possa  essere  quello  per  il  calcolo  .dell'inte- 
grale di  una  funzione  sommabile  generica. 

Xoto  infine  che  nel  problema  trattato  nella  j)rima  parte  le 
variazioni  totali  da  calcolarsi  sono  di  funzioni  continue. 

Genova,  10  settembre  1922. 


(*)  V.  L.  ToNELLi,  1.  e,  $  65,  pag.  183. 

ir)  Se  la  funzione  non  decrescente  x  =  X{t) -\-Y{t)  lia  tratti  costanti, 
tutti  i  valori  di  /  di  un  tale  tratto  si  fanno  corrispondere  al  medesimo 
valore  di   x. 

(^)  V.  H.  Lebesgue,  Leeone  sur  V  iìitcr/ratiou  et  la  reclierche  iles  fonctioiis 
primitives.  Paris,  Gauthier-Villars,  1904,  pag.  52. 
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Un  teorema  di  Cedi  sulle  superfìcie  proiettivamente  applicabili. 

Nota  di  Guido  Fubini 

Il  Dott.  Cbch  lia  dimostrato  il  teorema  seguente: 

Se  due  superfìcie  S,  S'  sono  in  corrispondenza  biunivoca  e  se  in 
due  punti  omologhi  O,  O'  i  piani  osculatori  a  curve  omologhe  trac- 
ciate su  S,  S'  formano  due  stelle  collineari,  ivi  le  due  superficie  sono 
proiettivamente  applicabili. 

Applicando  ad  *S"  una  conveniente  collineazione,  il  teorema 
diventa: 

Se  due  superficie  S^  S  sono  in  corrispondenza  biunivoca  e  hanno 
in  mi  punto  O,  omologo  a  sé  stesso,  un  contatto  analitico  del  primo 
ordine,  e  se  in  O  i  piani  osculatori  a  curve  omologhe  uscenti  da  O  coin- 
cidono, allora  S  ed  S  hanno  in  O  un  contatto  del  secondo  ordine  ('). 

Ecco  una  semplicissima  dimostrazione  di  questo  teorema. 
Siano  u,  V  coordinate  curvilinee  di  uu  punto  di  8  e  dell'omologo 
di  S;  siano  x,  y,  z  coordinate  proiettive  non  omogenee.  Se  0  è 
r origine,  le  ipotesi  del  teorema  dicono  che  in  0  si  ha:  .r„^.r,. , 
ip^  =  a?,,  e  analoghe  in  y ,  z;  e  che  in  piii  è  identicamente 
(dx,  d~x,  rf^r)  =  0,  ove  con  x,  y,  z  e  con  .r,  y,  z  indico  le  coordi- 
nate di  un  punto  di  /S  o  di  8,  e  con  {dx,  d'x,  d^x)  indico  il  deter- 
minante, di  cui  le  quantità  tra  parentesi  indicano  la  prima  riga, 
e  le  altre  righe  si  deducono  sostituendo  alla  x  la  y  e  la  z.  Posto: 

B^x  =  x,^,,du^  -+-  2x„,.dudv  -j-  x^.,.dv^ 

e  analoghe,    e    quindi    d^x  =  x„d^u -h  x,.  dH -i- D..x    e    analoghe,    si 
ricouosce  annullando   i   termini    in    dHi,  d^v   di    {dx,  d^x,  d-x,    che 
dovrà   essere   identicamente    (a?„,  x,.,   DzX)  =  {x„,   x^.,   -D^x),    cioè: 
D^x  —  D^x  =  LXu  -+-  Mx,.  e  analoghe  in  y,  z. 
La  {dx,  d''x,  d^x}:=0  si  riduce  allora  alla: 

[dx,  d^x,  Lx„  -+-  3Ix,.)  =  0 
ossia 

{Ldv  —  Mdu)\x,,,  X,.,  d^x)  =  0. 

Escluso  dunque  il  caso  che  in  O  le  assintotiche  sieno  indetermi- 
nate, dovrà  essere  L  =  2(\xdu -h  vdv)du,  M  =^2(\xdu  -i-  ydv)dv  con  v, 
li  costanti,  ossia:  d^x ^  d.^x -h  2i [idu -i- vdvjdx. 

(*)  Escluso  il  caso  clic  in   O  le  a«8Ìntoticlie  di  8,  6' siano  indt'teiininate. 


PICCOLE   NOTE  51 

Queste  equazioni  dimostrano  ap])uiito  che  in  0  le  superfìcie 
avranno  un  contatto  del  secondo  ordine,  cioè  clie  le  curve  dello 
spazio  aventi  un  contatto  tripunto  con  uiux  cnrva  di  S  hanno  un 
contatto  tripunto  anche  con  la  curva  onu>loga  di  S.  Tali  ecpia- 
zioni  coincidono  infatti  con  le  (Illi  della  mia  Mem.;  Applicahilitw 
proiettiva  di  due  superficie  (Rend.  del  Gire.  Matem.  di  Palermo, 
1916,  tomo  41).  La  stessa  dimostrazione  vnle  in  casi  piìi  geneiali, 
p.  es.  alle  superficie  immerse  in  un  iperspazio,  e  permette  di 
generalizzare  il  teorema  di  Cech. 

Torino,   novembre  1922. 


Il  teorema  di  Krotiecker-Castel nuovo. 

I^ota  di  Enrico  Bompiani 

1.  È  noto  con  questo  nome  il  teorema  seguente  (la  cui  dimo- 
strazione è  dovuta  a  Castelnuovoi  (\i: 

Una  superficie  algebrica  F,  di  S3,  irriducibile^  la  quale  dai 
piani  di  un  sistema  csj^  viene  segata  in  curve  riducibili,  è  rigata  op- 
pure è  la  superficie  di  Steiner.  - 

La  dimostrazione  che  segue  mette  in  evidenza  come  giochi 
in  essa  l'irriducibilità  di  ^  e  da  quale  ipotesi  sui  sistemi  com- 
ponenti il  sistema  oc*  di  curve  spezzate  nascano  le  rigate:  inoltre, 
utilizzando  la  nozione  d'inviluppo  degli  c<-^  piani  del  sistema 
dato,  si  evita  di  far  uso  del  fatto  che  la  sezione  piana  di  una 
superficie  iri-iducibile,  anche  se  spezzata  è  connessa  (di  modo  che 
uno,  almeno,  dei  punti  d'intersezione  delle  parti  componenti  è 
jìunto  di  contatto  del  piano  con  In  superfìcie  1. 

2.  Sia  F  una  superficie  algebrica  con  00^  sezioni  piane  ridu- 
cibili :  entro  il  sistema  dei  loro  piani  si  scelga  un  sistema  oc*  irri- 
ducibile ;  s'indichi  con  k  un  piano  generico  del  sistema  e  con: 
C  S5  (7i -+-  Ce,  ■+■....  la  curva  di  F  in  esso  contenuta. 

Conviene  distinguere  due  ipotesi  : 

1)  una  (almeno),   p.  ts.   Oj,   delle   curve   componenti    G  de- 
scrive un  sistema  oc^  ; 

2)  ogni  componente  descrive  un  sistema  oc*. 

(')  C4.  Castelnuovo,  Sulle  superficie  aìgebriche  che  ammettono  un  si- 
stema doppiamente  infiuito  di  sezioni  piane  riduttihili  (Rend.  Acc.  Lincei. 
Classe  di  Scienze,  1894)  :  si  tio\  a  riportata  nella  Introduzione  alla  geometria 
proiettiva  degli  iperspazi  di  E.  Bertini  (ed.  Spoeni,  Pisa  1907),  pag.  323-326. 
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Nella  prima  ipotesi  ogni  Oj  dev'essere  in  un  piano  con  oo^ 
curve  C.:  ne  F  non  è  piana,  G^  è  retta;  otteniamo  così  le  rigate, 
soluzione  evidente  del  problema. 

Nella  seconda  ipotesi  (ogni  C^  descrive  un  sistema  oc»,  non 
composto  di  rette)  posson  darsi  due  casi  : 

a)  la  Oi  (generical,  situata  in  ti,  non  è  incontrata  dalle  C,' 
infinitamente  vicine  a  C„  (che  pure  appartiene  a  rr); 

[5)  la  Ci  è  incontrata  in  uno  o  piìi  punti  dalle  G^'  dette. 

Nel  caso  y.)  una  generica  0»  non  incontra  C^  :  perchè  se  ciò 
accadesse  per  G.,  generiche  accadrebbe  anche  per  le  G^',  contro 
rij^otesi  in  esame:  le  6\  descrivono  quindi  una  superficie  alge- 
brica non  contenente  le  Oj  e  perciò  F  è  spezzata  (in  due  parti 
almeno). 

Nel  caso  ,3)  insieme  al  piano  :r  di  G^  Cj -+-  0» -+- ....  conside- 
riamo un  piano  -'  infinitamente  vicino,  determinato  p.  es.  da  una 
curva  Oj'  passante  per  un  punto  Q  preso  ad  arbitrio  su  G.^  (e  infi- 
nitamente vicina  a  C J  :  questa  G./  incontra  Cj  (in  tu),  per  ipotesi, 
in  un  ijunto  (almeno)  infinitamente  vicino  ad  uno  dei  punti  d'in- 
tersezione, sia  Pq,  di  Ci  con  O».  La  retta  d'intersezione  di  ::  con  rJ 
ha  per  posizione  limite  (quando  G^'  tende  a  G^)  la  retta  PqQ. 
Poiché  Cj  non  è  retta,  al  variare  di  Q  su  C.^  questa  retta  varia 
(su  TI)  nel  fascio  di  centro  P^  :  dunque  Pq  è  punto  di  contatto 
di  n  col  proprio  invilupi)o,  cioè  questo  coincide  con  F. 

D'altra  parte,  poiché  non  può  ogni  piano  tangente  esser 
pluritangente  ad  una  superficie  (non  sviluppabile)  su  ~  non  c'è 
che  un  punto  P^. 

Ciò  prova  che  la  G  non  può  avere  piìi  di  due  componenti  : 
se  ne  esistesse  una  terza,  Cg,  non  potendo  questa  passare  per  P„ 
(altrimenti  ogni  sezione  j^iana  avrebbe  in  Pq  un  flesso,  cioè  F 
sarebbe  un  piano)  vi  sarebbe  su  r.  almeno  un  altro  punto,  di- 
Stinto  da  Po,  di  contatto  con  F. 

E  prova  pure  che  le  G^'  infinitamente  vicine  a  G«  (di  n)  incon- 
trano Ci  in  un  sol  punto  :  e  poiché  questo  fatto  deve  valere  anche 
nel  campo  finito  (altrimenti  •  non  varrebbe  nell'infinitesimo)  due 
curve  Ci  e  C,  non  facenti  parte  di  una  stessa  C  (cioè  non  gia- 
centi in  un  iJiano)  si  tagliano  in  ìin  sol  punto. 

Segue  che  C^  e  0»  descrivono  lo  stesso  sistema,  che  ogni 
piano  7c  sega  una  G-^  (che  jion  vi  giaccia)  in  due  i)nnti  e  ogni 
retta  incontra  in  quattro  punti  la  F:  le  C^  sono  quindi  coniche 
e  la  F  è  la  superficie  di  Steinek. 

Poma,  novembre  1922. 
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Yariazioni  di  temperatura  entro  masse  murarie. 

Nota  di  Umberto  Puppini 


1.  Le  variazioni  della  temperatura  entro  una  massa  muraria 
di  spessore  s  limitata  da  due  superficie  piane  indefinite  parallele, 
su  ognuna  delle  quali  la  temperatura  abbia  una  distribuzione 
uniforme  ma  non  costante,  si  possono  studiare  partendo  dalla 
stessa  equazione  differenziale  da  cui  si  parte  per  lo  studio  delie 
variazioni  di  temperatura  nei  suoli  di  profondità  indefinita. 
Indicando  con  : 

u  la  temperatura, 

t  il  tempo, 

K  il  coefficiente  di  cond\jcibilità  termica  della  massa  sup- 
posta omogenea  e  isotropa, 

G  il  calore  specifico  della  massa  per  unità  di  volume, 

jo  la  distanza   normale  di  un  punto  generico  entro  la  massa 
da  una  delle  superficie  limiti  (x  variabile  da  zero  ad  s), 
l'equazione  differenziale,  che  collega   le   variazioni  della   tempe- 
ratura nel  tempo  alle  variazioni  di  essa  nello  spazio,  è  la  seguente: 

in  cui  è  posto  ft^  =  -^. 
0 


2.  Quando  le  cause  della  variazione  di  temperatura  da  punto 
a  punto  della  massa  e  da  momento  a  momento  siano  semplice- 
mente le  oscillazioni  annue  e  diurne  della  temi^eratura  negli 
ambienti  esterni  (aria  atmosferica,  acqua,  terreno,  a  seconda  del 
collocamento  della  massa  muraria),  allora  il  problema  può  ricon- 
dursi, in  forza  della  dipendenza  lineare  fra  flussi  di  calore  e 
cadute  di  temperatura,  alla  sovrapposizione  di  problemi  semplici 
consistenti  nel  supi)orre  temperatura  costante  nulla  sopra  una 
delle  superficie  limiti  e  temperatura  oscillante  sinussoidalmente 
attorno  al  valore  nullo  sull'altra  superficie. 

2r: 
Si  porrà  allora,  per  x  =  0,  ?t=:«o  sen  oj#,  con  oj  =  -^,  essendo  T 

il  periodo  della  oscillazione  completa,  e,  per  'X=zs,  «  =  0. 
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3.  E  si  osserverà  che,  qualunque  siano  state  le  condizioni 
iniziali,  la  temperatura  Unirà  col  divenire,  in  ogni  punto  del 
mez?,o,  oscillante  con  legge  sinussoidale  di  frequenza  w,  per  quanto 
con  ampiezza  e  con  fase  diverse  da  quelle  date  per  .r  ==:(). 

Si  potrà  perciò  assumere  genericamente: 

(2)  u=Uscn{Mt  —  r^), 
^on   U  e  'f  funzioni  di  x;  o  anclie: 

(3)  u  =  A  sen  wt  -+-  li  cos  oit, 

j) 

con  A  =  r/cos  (^,  j5  =  —  CTsen  cp,   U=\  A-  -h  B^ ,  9  =  —  are  tang  ^  . 

Eseguendo  sulla  (3)  la  —  e  la  — -^   e   sostituendo   nella   (1),  e 

osservando  che  la  equazione  che  ne  segue  deve  essere  verificata 
tanto  per  sen  oj<  ==  0,  quanto  per  cos  tot  =  0,  si  ottiene: 


I 


d'A 
\ 

(4) 


^^2^^^  =  « 


essendosi  posto  \i  =  ^  [/  t' 

Dalla  (4)  si  ricava,  eliminando  B: 

(5)  |^-kV4  =  0, 
da  cui  integrando: 

(6)  A  =  e~ ^^\ ilfcos  \ix  —  JVsen  [i.x\  -+-  e~'^^lili"' cos  |i.r  -+-  N'  sen  iix\ , 

con  M,  N,  ilf,  N'  costanti  da  determinarsi  a  mezzo  delle  condi- 
zioni limiti. 

E  analogamente  si  ha: 

(7j  B=-  [e~^^\N'coB\xx -^- Msen^ix]  -h e^'"'^i ^^' cosiw  —  M' Bi^niu^]. 

Sostituendo  i  valori  (6)  e  (7j  di  A  e  di  B  nella  equazione  (3) 
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e  utilizzando  le  date  condizioni  limiti,  si  ottiene: 

6^"^*  —  cos  2as 


JV: 


(8) 


e~ 

--2\IS 

-+-  e-^^  —  2  cos 
seu  2|as 

2tAS 

e" 

-2[1S 

+  e'(xs  _  2  cos 

2[JLS 

e 

-'^^  —  cos  2|is 

e' 

-2liS 

+  e'f''-2cos 
sen  2|JLS 

2[).s 

N'= 

I  valori  (8)  e  le  formule  (6),  (7)  e  (3)  danno  la  risoluzione 
completa  del  problema  proposto,  cioè  offrono  in  termini  finiti  la 
legge  di  variazione  della  temperatura  da  punto  a  punto  e  da 
momento  a  momento  nella  massa  muraria. 

4.  Conviene  di  vedere  la  forma  particolare  assunta  dalla 
soluzione  del  problema  per  due  casi  limiti,  cioè  per  2[xs  piccolis- 
simo e  per  2[a«  grandissimo. 

T/ espressione  dei  valori  (S),  per  2'xs  così  piccolo  che  si  pos- 
sano trascurare  i  termini  di  grado  superiore  al  secondo  negli 
sviluppi  in  serie  delle  funzioni  esponenziali  e  circolari  contenuti 
nei  numeratori  e  nei  denominatori  delle  (8),  è  data  da: 

M  =  u.  — z — ^ 

(9)  ;  ^^' 

— 1-\-  2[i.s 


N'=  — 


4us 
1 

4[AS* 


Sostituiti  questi  valori  (9)  nelle  (6),  (7),  nelle  quali  si  pon- 
gano gli  sviluppi  in  serie  di  et^-^,  e—^-"^,  sen  jjlj",  cos  [aì»  ancora  con 
limitazione  ai  termini  di  secondo  grado,  si  ottiene  : 

1  s  —  X 

(10)  !  ^=^^0-^ 
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e  qiiiudi,  per  hi  (3)  : 

g  /p 

(11)  n  =  Uq sen  oyt . 

s 

La  quale  formula  definisce,  alla  profondità  generica  x,  una 
oscillazione  di  temperatura  in  fase  colla  (u)x=o  e  ridotta  di  am- 
piezza con  le^ge  lineare  in  x. 

Invece:  il  linìite  dei  valori  (8),  per  2jis  tendente  all'infinito, 
è  dato  da  : 

e  allora  la  (3j  i)rende  la  forma: 

(12)  u:=e~^^^ -UQ'Beu((tìt  —  [ix). 

La  (12)  è  la  stessa  nota  formula  che  esprime  la  propagazione 
di  una  oscillazione  termica  dalla  superficie  verso  l'interno  di  un 
suolo  indefinito,  pel  quale  appunto,  essendo  «  =  oc,  è  2[i.8  =  oc^. 

5.  La  ricerca  sopra  esposta  ha  particolare  interesse  tecnico 
per  le  strutture  murarie  costituenti  le  grandi  dighe  a  volta  unica 
e  a  volte  multiple  innalzate  per  ottenere  un  lago  artificiale  collo 
sbarramento  di  una  valle.  Entro  tali  strutture  le  variazioni  di 
temperatura  producono  notevoli  tensioni,  per  conoscere  le  quali 
occorrerebbe  conoscere,  oltre  che  altri  elementi,  anche  la  forma 
della  legge  di  variazione  della  temperatura  da  punto  a  punto 
della  massa  muraria. 

Esaminando  accuratamente  i  risultati  sopra  indicati  eoli' aiuto 
di  molte  specificazioni  e  applicazioni  numeriche,  si  ottengono  le 
seguenti  norme  di  approssimazione: 

•  l''.  Nei  riguardi  dell'onda  termica  diurna,  la  legge  espo- 
nenziale di  decrescenza  dell'ampiezza  con  ritardo  di  fase  uguale 
a  [XX,  nota  pei  suoli  di  profondità  illimitata,  è  accettabile  per  la 
propagazione  della  temperatura  entro  le  dighe,  anche  che  lo 
spessore  di  queste  sia  ridotto  a  i^oche  decine  di  centimetri. 

2*.  Nei  riguardi  dell'onda  termica  annua,  dati  gli  usuali 
spessori  delle  volte  nelle  dighe  a  volte  multiple,  è  accettabile 
per  queste  la  variazione  lineare  del  valore  medio  diurno  della 
temperatura  da  punto  a  punto  dello  spessore  della  volta,  senza 
7-itardi  di  fase. 

3^  Ancora  nei  riguardi  dell'onda  termica  annua,  per  le 
dighe  che  con  una  unica  volta  sbarrino  la  valle,  si  possono  pre- 
sentare come  applicabili  le  due  leggi  estreme,  in  alcuni   casi   la 
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lineare,  in  altri  casi  la  esponenziale,  ma  è  piti  frequente  di  dover 
adottare  la  legge  generale. 

E  precisamente  :  i  valori  di  spessori  espressi  in  centimetri, 
clie  delimitano  in  via  approssimata  i  campi  di  applicabilità  delle 
suddette  leggi,  sono  riassunti  nella  seguente  tabella  per  diversi 
valori  di  K  espressi  in  unità  centigrado-centimetro-caloria  di 
grammo-secondo  : 

lejrge  lineare  legge  generale        legge  esponenziale 

^=0,002  8  <  150  150  <  »  <  600  8  >  600 
K  =0,004.  8  <  210  210  <  «  <  850  «  >  850 
^=0,006    8  <  260    260  <  «  <  1050   «  >  1050. 

Bologna,  novembre  1922. 


Legge  di  rifrazione  nel  moto  delle  acque  filtranti. 

Nota  di  Vittorio  Gori 

Per  definire  meccanicamente  un  ammasso  poroso  contenente 
acqua  in  movimento  è  sufficiente  (^)  far  corrispondere  in  ogni 
istante  ai  punti  dello  spazio  occupato  dal  sistema  filtrante  la 
funzione  scalare  monodroina  «  carico  piezometrico  »,  somma  della 
quota  h  del  jjunto  generico  (x,  y,  z)  sopra  un  piano  orizzontale 
di  riferimento  con  l'altezza  che  in  colonna  d'acqua  misura  la 
pressione  nell'intorno  del  punto  {x,  y,  z),  altezza  eguale  alla  i^res- 
sione  p  divisa  per  il  peso  specifico  w  dell'acqua. 

Ritenendo,  come  d'altronde  la  natura  fisica  del  fatto  della 
filtrazione  richiede,  che  la  funzione 

(.0 

sia  continua  e  derivabile,  si  consideri  il  vettore 

t  =  grad  ^ 

chiamato  «  pendenza  motrice  ». 

La  portata  attraversante  una  piccola  zona  di  superficie  di 
egual  carico  piezometrico  nell'intorno  del  punto  (a?,  y,  2^),  raggua- 
gliata all'unità  di   area,  è   proporzionale   alla   pendenza  motrice 

i^^)  PuppiNi,  Sui  fondamenti  scientifici  dell'  idraulica.  Bologna. 
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secondo  un  coefficiente  [x  <li   ])roporzionaliti\,   scahire   e   positivo, 
cliiamiito  «  coefficiente  di  permeabilità  ».  Ossia  è 

(1)  grrrjxgrad^ 

con  \i:=zj'[x,  y,  z)  se  il  mezzo  non  è  omogeneo. 

A  causa  della  quasi  assoluta  incompressibilità  del  liiiuido, 
si  lia 

div  q  =  0. 

Richiamate  le  predette  note  proprietà,  supponiamo  che  l'am- 
masso poroso  imbevuto  di  acqua  sia  costituito  di  due  parti 
perfettamente  adiacenti  con  la  condizione  che  il  coefficiente  di 
permeabilità  subisca  discontinuità  nel  passaggio  attraverso  la 
superficie  di  separazione  delle  due  zone. 

Orbene  ci  proponiamo  di  dimostrare  che  le  linee  di  flusso 
del  vettore  «  portata  »  e  del  vettore  «  pendenza  motrice  »,  attra- 
versando la  superficie  medesima,  variano  bruscamente  di  dire- 
zione secondo  una  legge  ben  determinata. 

Si  osservi  intanto  che  la  discontinuità  nella  variazione  del 
coefficiente  di  permeabilità  jji,  non  infirma  che  la  funzione  poten- 
ziale E,  si  mantenga  monodroma  e  continua  per  ogni  punto  dello 
spazio  occupato  dalla  massa  filtrante.  È  piuttosto  nei  liguardi 
del  campo  di  esistenza  delle  derivate  di  ^  che  l'ipotesi  di  \x  discon- 
tinuo porta  ad  escludere  al  pii\  i  punti  appartenenti  alla  super- 
ficie di  sei^arazione  dei  due  mezzi. 

Difatti:  si  consideri  un  tubo  elementare  di  flusso  del  vettore 
«  portata  »,  e  si  supponga  die  per  un  certo  tratto  esso  si  svolga 
nel  primo  mezzo  a  coefficiente  di  permeabilità  [ji',  poi  traversi  la 
superficie  di  separazione  e  passi  nel  secondo  mezzo  a  coefficiente 
di  permeabilità  ^i". 

Si  indichino  con  da'  e  da"  le  aree  di  due  generiche  sezioni 
situate  l'una  interamente  nella  regione  a  coefficiente  di  permea- 
bilità |j,',  l'altra  interamente  in  quella  a  (!oefficiente  di  permeabi- 
lità [a";  n'  e  n"  siano  i  vettori  unitari  clie  definiscono  le  normali 
rispettivamente  alle  superficie  da'  e  di",  dirette  verso  l'interno 
della  parte  di  tubo  di  flusso  delimitato  dalle  due   stesse   sezioni. 

La  condizione  di  solenoidalità  di  q  si  traduce  in 

q'Xn'do'  =  —  q''  X  n"dy'. 

Se  avviciniamo  indefinitamente  le  sezioni  di'  e  da"  fra  loro, 
al  limite  si  avrà 

di' =:  di"  ;     n  =z  —  n'=::n 
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•quin(U  : 

(2)  q'  y<  n  =  q"  X  n, 

od  in  virtii  della  (li 


■13) 


r 


Le  ultime  due  relazioni  permettono  di  enunciare  : 

<5  Attraverso  la  superfìcie  di  separazione  di  due  mezzi  porosi, 
41  coetììcienti  di  permeabilità  diversi,  imbevuti  di  acqua  in  inovi- 
mento,  mentre  la  comi)onente  normale  del  vettore  portata  si 
mantiene  continua,  la  componente  normale  da  vettore  pendenza 
motrice  subisce  una  discontinuità  ». 

D'altra  jìarte,  pensiamo  sopra  la  superfìcie  stessa  di  separa- 
zione, un  elemento  SS  così  piccolo   da   potersi  ritenere   sensibil- 
mente piano.  Tracciamo   quindi  nel 
piano  contenente   il   vettore  «  pen- 
denza motrice  »  (e  «  portata  »)  e  la 
Ti  spetti  va  componente   normale,   un 
circuito  rettangolare  abcd  (  v.  figura) 
con  i  lati  ad,  he  infinitamente  vicini 
e  paralleli  ad  SS;   t  sia   il    vettore 
unitario  che,  giacendo  nel  piano  del 
•circuito  ^stesso,  definisce  la  tangente 
alla  superficie  SS  in  un  punto   ge- 
nerico,   orientata   positivamente    in       -^ 
modo  arbitrario. 

Volendo  calcolare  la  circuitazione  del  vettore  «  pendenza 
motrice»  lungo  il  circuito  ahcd,  fa  d'uopo  tener  presente  die 
la  SS  è  superfìcie  di  discontinuità  per  la  componente  normale 
del  vettore  stesso.  Ma  poiché  abbiamo  supposto  che  i  lati  ab  =  cd 
siano  infinitesimi  si  ha  che  il  contributo  da  loro  apportato  nel 
■computo  della  circuitazione  è  pure  infl.nite8Ìmo,  e  perciò  : 

li'  X  ^di  — l«"  X  tdl  =  0, 

ad  cb 


•e  per  la  supposta  piccolezza  dei  lati  ad  =  cb,  è 

i'  X  t  =  i"  ><.  t 
grad  ^'  X  «  ^  grad  §"  X  t 


-ossia 

.(4) 
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e  quindi 

(5)  q'y<t  =  l^,{q"Xt) 

possiamo  dunque  enunciare  che  : 

«  Attraverso  la  superficie  di  separazione  di  due  mezzi  a  ooeflB- 
cienti  di  permeabilità  diversi,  imbevuti  di  acqua  in  movimento,, 
mentre  la  componente  tangenziale  del  vettore  pendenza  motrice 
si  mantiene  continua,  la  componente  tangenziale  del  vettore 
portata  subisce  una  discontinuità  ». 

Se  indichiamo  ora  con  ^'  e  9"  gli  angoli  che  il  vettore  por- 
tata (e  pendenza  motrice)  forma  con  la  normale  dianzi  conside- 
rata alla  superfìcie  di  separazione,  rispettivamente  nel  mezzo  a 
permeabilità  \i'  ed  in  quello  a  permeabilità  [x",  e  riuniamo  le  (5)- 
e  (2)  ovvero  le  (4)  e  (3)  si  deduce  la  relazione 

tangcp'  ^  jV 
'  tang  cp"       p," 

che  j)uò  esprimersi  dicendo  : 

«  Attraverso  la  superficie  di  separazione  di  due  mezzi  a  di- 
verso coefiìciente  di  permeabilità  le  linee  di  flusso  del  vettore 
portata  e  del  vettore  pendenza  motrice  subiscono  una  rifrazione: 
la  tangente  dell'angolo  di  incidenza  sta  a  quella  dell'angolo  di 
rifrazione  come  il  coefficiente  di  permeabilità  del  primo  mezzo 
sta  a  quello  del  secondo  ». 

Questa  legge  ricorda  la  legge  di  rifrazione  ottica;  si  avverta 
però  che,  mentre  nel  caso  della  luce  ciò  che  si  mantiene  costante 
è  il  rapporto  fra  i  seni  degli  angoli  di  incidenza  e  di  rifrazione,- 
qui  è  il  rapporto  fra  le  tangenti  degli  stessi  angoli  che  si  man- 
tiene costante. 

L'analogia  formale  si  presenta  invece  perfetta,  qiiando  si 
confronti  la  (6)  con  la  legge  esprimente  la  rifrazione  delle  linee 
di  forza  (e  d'induzione)  di  un  campo  elettrostatico  in  cui  la  co- 
stante dielettrica  del  mezzo  subisca  una  discontinuità. 

Bologna,  novembre  1922. 
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Astronomia.  —  P.  Burgatti:  Sui  satelliti  retrogradi.  Rend.  Acc. 
Lincei,  1922. 

I  satelliti  retrogradi,  cosi  interessanti  per  le  teorie  cosmogo- 
niche, sono  studiati  teoricamente  in  queste  due  Note  riguardo  ai 
caratteri  ohe  li  differenziano  dai  satelliti  a  moto  diretto.  Mo- 
strato come  si  possa  ridurre  il  problema  a  quel  grado  di  sempli- 
>cità  che  ne  consenta  uno  studio  profìcuo,  si  prendono  in  consi- 
derazione particolarmente  le  orbite  quasi  circolari.  Si  trova  quindi 
l'esistenza  di  due  gruppi  di  orbite  retrograde,  separati  da  un' or- 
bita detta  singolare.  Uno  di  questi  ha,  rispetto  al  pianeta,  un 
carattere  che  si  potrebbe  dire  iperbolico;  onde  si  potrebbe  rite- 
nere come  probabile  che  un  satellite  che  percorre  una  di  quelle 
orbite  avesse  origine  extra  planetaria.  La  questione  viene  esami- 
nata considerando  i  satelliti  di  Giove  e  di  Saturno.  Si  dimostra 
che  i  satelliti  retrogradi  di  questi  pianeti  sono  interni  all'orbita 
singolare;  e,  prendendo  in  considerazione  i  raggi  della  sfera 
<1' azione  di  quei  pianeti,  si  fa  vedere  la  poca  probabilità  del- 
l'esistenza effettiva  di  satelliti  retrogradi  a  carattere  iperbolico: 
che  potrebbero,  secondo  certe  teorie,  essere  state  catturate. 

P.  Burgatti:  Bell'azione   delle  stelle  sui  perielii  dei  pianeti 

e  delle  comete.  Meni.  Acc.  Scienze  di  Bologna,  1922. 

In  questa  Nota  viene  esaminata  l'azione  globale  esercitata 
-dalle  stelle  sul  moto  dei  corpi  appartenenti  al  sistema  solare,  e 
si  dimostra  che  produce  uno  spostamento  dei  perielii  insensibile 
alle  nostre  osservazioni.  Questo  poteva  ritenersi  quasi  intuitivo 
pei  pianeti,  ma  non  del  tutto  per  le  comete  a  grande  periodo. 
Per  dimostrarlo  si  è  resa  necessaria  una  estensione  ad  orbite  di 
qualunque  eccentricità  d'una  notissima  formula  da  Newton  per 
l'angolo  aspidale  relativamente  alle  orbite  quasi  circolari. 
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La  foimula  è,  applicata  alle  comete: 

^  =  K  -\-  n  ^jie^  —  3\/l  —  e*), 

(love  e  è  l'ecceiiti'icità,  R  la  uiassinia  distanza  a  cui  potrel)be- 
giunjiere  una  cometa  avente  oibita  esattamente  parabolica  al 
perielio  (calcolata  già  dal  i^iof.  Armelliniì,  a  la  media  delle 
distanze  dal  perielio  e  dell' a})elio. 

Algebra.  —  G.  Ricci-Cukbastro  :  Un  teorema  sulle  sostituzioni 
lineari.  (Atti  della  Reale  Accademia  di  Scienze  Lettere  ed 
Arti  di  Padova). 

Il   teorema  di  cui  si  tratta  è  il  seguente: 

«  Ogni  sostituzione  lineare  ed  omogenea  è  il  prodotto  di  tre 
sostituzioni,  delle  quali  la  prima  e  l'ultima  sono  ortogonali,, 
mentre  la  mediana  è  moltiplicativa  ed  a  coefficienti  positivi  ». 

I^eterniinHiiti.  —  Giulio  Andreoli  :  Su  alcuni  determinanti  affini 
ai  circolanti.  Rend.  R.  Acc.  Se.  Is^apoli,  voi.  XXVIII,  1922. 

Idem  :  Sovra  altre  classi  di  determinanti  affini  in  circolatiti.  Rend. 
R.  Acc.  Se.  Napoli,  voi.  XXVIII,  1922. 

Idem  :  Sovra  ima  più  estesa  classe  di  determinanti  che  si  decompongono 
in  fattori  razionali.  Rend.  R.  Acc.  Se.  Napoli,  voi.  XXVIII,  1922. 

L'A.  partendo  dai  determinanti  clie  si  ottengono  dalle  equa- 
zioni differenziali  trovate  nei  lavori  riassunti  pili  avanti  (pa- 
gine 25-26)  nel  caso  dei  coefficienti  costanti,  perviene  al  teorema 
generale  clie  il  determinante  della  matrice: 

Moil  +  ll^ill  +  ---^M.--ill 

(ove  la  matrice  \\Ap\\  sia  circolante  di  oi'dine  n  ed  inoltre  il  nu- 
mero q?  sia  eguale  a  q^^  ed  anche  ^g'"  =  1  modn)  si  decompone  in- 
fattori  razionali  negli  elementi  delle  singole  mati-ici. 

La,  formazione  ed  il  grado  di  tali  fattori  è  in  stretta  rela- 
zione con  lo  spezzamento  del  sistema  differenziale  ora  indicato. 

Funzioni  analiticlie.  —  Giulio  A>'DREOI>i  :  Alcuni  corollari  del 
teorema  di  Picard.  «  Giorn.  IMatem.  Batt.  ».  voi.  LVllI,  1920. 

L'A.  dimostra  che  se  una  funzione  olomorfa  /'  non  assume  il 
valore  o,  lo  assumeranno  tutte  le  espressioni  formate  linearmeuie 
con  i^otenze  qualunque  della  /  stessa;  e  che  tali  espressioni  assu- 
mono qualunque  valore  assegnato. 
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Funzioni  analitiche.  —  M.  Pascal:  Gli  integrali  n-pli  nel  campo 
complesso.  Kend.  R.Acc.  di  Napoli,  (3),  v.  20,  1920. 

idem:  SuW  integrale  multiplo  di  ima  -forma  differenziale.  Kejid. 
E.  Acc  di  Napoli,  (3|,  v.  20,  1920. 

La  fonsidefazione  dell'integrazione  multipla  nel  campo  eom- 
])lesso  e  (iella  corrispondente  estensione  dei  teoremi  di  Cauchy 
e  di  IVlouERA,  era  stata  fatta  nel  caso  di  »i  =  2  e  con  metodi 
differenti  dal  POINCARÉ,  dal  Volterra  e  dal  prof.  E.  Pascal  : 
qnest' ultimo  soltanto  vi  era  giunto  con  metodo  diretto  definendo 
l'integrale  doppio  nel  campo  complesso  allo  stesso  modo  che  se 
le  funzioni  e  le  variabili  fossero  reali. 

Seguendo  lo  stesso  metodo,  data  una  Z=  Xj  -h  iY^  funzione 
delle  n  variabili  <!omi>lesse  z,.  =:  x,.  -h  iy,.  («?::=  1,  2,...,  «),  e  suppo- 
nendo inoltre  che  le  2n  variabili  reali  .r^.,  y,.  siano  ciascuna  fun- 
zione delle  n  variabili  reali  t^y..,  t„,  VA.  nella  prima  Nota  defi- 
nisce per  integrale  »-plo  di  z,  l'integrale 


JT--ft5S'".-'.. 


e  dimostra  che  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  tale  inte- 
grale sia  indipendente  dalla  varietà  a  n  dimensioni  (cammino  d'in- 
tegrazione), ma  dipenda  soltanto  dalla  varietà  a  u  —  1  dimensioni 
limite  della  precedente,  è  che  Z  sia  monogena  delle  Zj...z„. 

Per  introdurre  il  concetto  d'integrale  doppio  nel  campo  com- 
plesso il  Poincaré  ba  posto  a  base  delle  sue  considerazioni  un 
teorema  di  calcolo  reale  che  dà  la  condizione  necessaria  e  suffi- 
ciente perchè  un  integrale  di  superficie  dipenda  solo  dalla  curva 
contorno.  Nella  seconda  Nota  l'A.  fa  due  successive  estensioni 
di  tale  teorema. 

Dette  ^1,...,  ^,,+1,  n-\-l  funzioni  delle  n-\-\  variabili  x^...x„^  ,, 
si  definisce  l'integrale  »^-plo 

I  I  ....  l[.4  j(?.r„...rfa;„^.^  -+-  A..d.ì\dXi...dx„^_^  -+-... -i-  A„  ^_ffx■^...dx„] 

])onendo  le  a?,  a  loro  volta  funzioni  delle  n  variabili  t^...t„.  Si 
trova  che  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  l'integrale 
ì\-plo  del  tipo  considerato  sia  indipendente  dalla  varietà  a  n  dimen- 
sioni (immersa  nello  spazio  a  n  -t-  1  dimensionij  che  si  considera  come 
cammino  d' integrazione,  ma  dipenda  soltanto  dalla  varietà  contorno 
a  n  ~  1  dimensioni  è  che  sia 

cA]        cA^  óA„,, 

?it'i  ex»  r-»„^-i 
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Viene  naturale  allora  di  considerare  l'espressione 


ìhj 


Ai  ....    dx,  ...dXi 

'l        'n  'l  'n 


in  cui  le  ni  variabili  ì»,(wì  >  ?i  h- 1)  sono  funzioni  delle  ìi  varia- 
bili <!...<„  e  le  J.  sono  funzioni  regolari  di  tutte  le  a?,,  ma  sono 
tali  elle  scambiando  fra  loro  due  indici  consecutivi  esse  cam- 
biano di  segno,  e  sono  nulle  se  due  indici  hanno  lo  stesso  valore. 

yi  trovano  allora  f  J  condizioni  del  tipo 

= — ^^  — ^ — ^^  -f- ...  -+-  (—  lì"  — =  0 

dee,-  ?Xi  -t---+-i      J-j     ^  —  " 

necessarie  e  sufficienti  perchè  V  integrale  del  tipo  considerato  sia  indi- 
pendente dalla  varietà  a  n  dimensioni  immersa  nello  spazio  a  m  di- 
mensioni, ma  dijyenda  solo  dalla'  varietà  contorno. 

In  base  a  tali  risultati  si  ritrova  subito  l'estensione  del 
teorema  di  Cauchy-Morera  già  trovata  direttamente. 

Soltanto  ora  che  si  cominciano  a  riprendere  gli  scambi  Inter- 
nazionali, ho  trovato  che  il  sig.  J.  Lenze  nella  sua  Nota:  Ueber 
die  Integration  eines  p-faches  DifferentialansdrucTces  von  n  unabhcin- 
gigen  Veranderlichen  (Monatsh.  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  30,  1920)  ha 
trattato  lo  stesso  problema  con  metodi  diversi  ma  giungendo  a 
risultati  analoghi. 

Calcolo  funzionale.  —  Giulio  Andreoli  :  Sull'iterazione  di  ima 
speciale  funzione.  Rend.  E.  Acc.  Lincei,  voi.  XXVIII,  1919. 

L'A.  mostra  con  un  semplicissimo  esempio  come  variano  i 
gru])pi  dei  punti  antecedenti  e  susseguenti  di  un  dato  punto,  al- 
lorché varia  un  parametro  contenuto  nella  funzione  che  si   itera. 

L'esempio  è  scelto  in  modo  cìie  susseguenti  di  antecedenti 
(e  recipr.)  siano  alla  lor  volta  direttamente  antecedenti  o  susse- 
guenti del  dato:  ciò  che  permette  di  semplificare  la   trattazione. 

Giulio  Andreoli:  Sulla  derivazione  applicata  iteratamente  alle 

funzioni  analitiche.  Rend.  R.  Acc.  Se  Napoli,  voi.  XXV.  1919. 

Idem:  SuW iterazione  di  operatori  differenziali.  Rend.  R.  Acc.  Se.  Na- 
poli, voi.  XXV,  1919. 

L'A.  riprende  ed  estende  una  quesMone  del  ViTAi-i.  Ricerca 
cioè  e  trova  quali  siano  le  funzioni  per  cui  la  derivata  n'""  tenda 
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a  più  valori  limiti,  per  m  —  oo,  percorrendo  successioni  prestabi- 
lite. Estende  ancora  tale  ricerca  all'iterazione  di  operatori  dif- 
ferenziali. 


Calcolo  funzionale.   —   Giulio  Andreoli  :    Un  teorema  su   certe 

equazioni  funzionali  e  sua  interpretazione  meccanica.  Rend.  E,. 

Acc.  Line,  voi.  XXVIII,  1919. 
Idem  :  Su  alcune  disequazioni  funzionali  e  gli  sviluppi  in  serie  che 

se  ne  deducono.  Rend.  R.  Acc.  Line,  voi.  XXIX,  1920. 
Idem  :  Su  i  nuclei  risolventi   di   certe  equazioni  integrali   singolari. 

Rend.  Acc.  Se.  Napoli,  voi.  XXVII,  1921. 

ideilo  due  prime  brevi  Note   è  dimostrata   l' impossibilitai   di 
trovare  delle  funzioni  /,  soddisfacenti  all'equazione: 


^f,ix  —  a,.t)  =  0, 
1 

se  le  funzioni  /  hanno  tutte  modulo  iiiassinio  inferiore  ad  una 
quantità  fissata,  se  la  serie  converge  uniformemente  e  se  le  se  sono 
tutte  diverse  fra  loro.  Ne  segue  che  se  una  funzione  0(x,  t)  è 
rappresentabile  con  una  serie  del  tipo  ora  indicato,  lo  sviluppo 
è  unico. 

Fra  le  diverse  conseguenze  di  questo  teorema  è  contenuuo  il 
risultato  esposto  nella  terza  Nota  nella  quale  PA.  dimostra  che  una 
certa  classe  di  equazioni  integrali  singolari  è  la  sola  (fra  quelle 
di  un  certo  tipo  già  da  Ini  studiato)  risolubile  per  derivazione. 


Equazioni  differenziali.  —  GriULio  Andreoli:  Sui  sistemi  di  equa- 
zioni differenziali  lineari  di  cui  il  determinante  dei  coefficienti  sia 
un  circolante.  Rend.  R.  Acc.  Se.  Napoli,  voi.  XXVII,  1921. 

L'A.  pone  in  evidenza  come  il  fatto  che  i  coefficienti  for- 
mino un  circolante  d'ordine  n,  determini  uno  spezzamento  del 
sistema  dato  in  sistema  d'ordine  inferiore.  Precisamente  gli  or- 
dini dei  diversi  sistemi  i^arziali  così  ottenuti,  sono  legati  ad  un 
carattere  aritmetico  del  circolante  stesso  :  sono  cioè  legati  al  nu- 
mero q  (primo  con  n)  tale  che  la  2"",  3%...  linea  del  circolante  si 
ottengono  dalla  1*  mediante  potenze  ^"'""■,  2q''"""'  ecc.  della  sosti- 
tuzione circolare  {a^a^....a„). 
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Geometria  differoiiziale.  —  G.  Vitali  :  Sopra  alcune  operazioni 
di  calcolo  assoluto.  (E,.  Ist.  Lombardo  di  Se.  e  Lett.,  voi.  LV. 
Adunanza  9  majrgio  1922. 

Partendo  dulia  estensione  delle  nozioni  di  derivata  covariante 
e  controvariante  ai  sistemi  misti  fatta  dal  Palatini  ì^ì  si  dimo- 
strano per  queste  derivate  le  regole  del  calcolo  diiferenziale 
ordinario. 

Fissato  ])oi  un  sistema  di  differenziali  delle  variabili  e  indi- 
cato con 

^  r     r        r 

un  sistema  misto  covariante   d'ordine  m   e   controvariante   d'or- 
dine \i  si  pone 

dove  D,,  ,  ,,  ,."  p,  è  simbolo  di  derivazione  multipla  covariante. 

Questo  è  un  sistema  misto  covariante  d'ordine  m  e  contro- 
variante d'ordine  jj.  a  cui  si  dà  il  wome  ài  differenziale  di  YJjBY^i. 
Si  pone  poi  o,  =  ò,  e  con  5'  si  indica  l'operazione  h  ripetuta  t  volte» 
5'  è  chiamato  differenziale  di  Levi-Civita. 

Per  questi  dift'erenziali  si  dimostra  che  se 


"911  ptf"  pni  ^11  *2v  ^ri      X^  1'  ^iy"  '''V  Pi'   HSV-  (J* 
si  ha 


dove  per  brevità  sono  sottintesi  gli  indici. 


[^)  A.  Palatini,  Sui  fondaìnenii  del  calcolo  assoluto.  (Rend.   del   C'ire. 
Mat.  di  Palermo,  T.  XLIII,  pagg.  192-202). 
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Meccuiiica.  —  P.  Burgatti  :  Sopra  una  particolare  soluzione  delle 
equazioni  dell'  equilibrio  dei  solidi  elastici.  Rend.  Acc.  Bologna, 
19-;i. 

Ili  questa  Nota  è  posto  in  evi(l»^nza  un  i>articolare  integrale 
dell'equazioni  dell'equilibrio  elastico,  che  sintetizza,  in  forma 
semplice  ed  espressiva,  le  formule  di  risoluzione  di  parecchi  pro- 
blemi noti,  ma  interessanti  per  la  loro  semplicità  e  pi-atica  api^li- 
cazione.  Tali  sono:  quello  del  cori)o  appoggiato  sotto  l'azione 
della  gravità  e  di  certe  pressioni  ;  quello  della  deformazione  d'  una 
piastia  soggetta  sulle  due  faccie  a  diverse  temperatura  costante^ 
quello  della  deformazione  del  cilindro  immerso  in  un  liquido  di 
data  densità  e  sollecitato  dal  peso;  ecc. 

Meccanica  razionale.  —  Giulio  Andreoli  :  Sul  moto  di  un  p>unto 
abbandonato  neW  interno  di  un  cilindro  circolare  retto.  Rend. 
Ciré.  Matem.,  Palermo,  1920. 

L'A.  considera  il  moto  di  un  punto,  non  soggetto  a  forze, 
che  urti  elasticamente  sulla  parete  e  sulle  basi  del  cilindro  cir- 
<'olare  retto.  Caratterizza  le  condizioni  aftinché  la  traiettoria  sia 
densa  in  volume  (riempie  allora  una  corona  cilindrica):  quelle 
per  cui  sia  densn  in  superficie  (ricopre  o'  delle  porzioni  di  iper- 
boloidi rigati  di  rotazione,  oppure  dei  lirismi  aventi  per  Sezioni 
normali  dcirasse  dei  poligoni  regolari);  e  quelle  infine  per  cui 
la   traiettoria  sia  periodica. 

Idrodinaniicu.  —  M.  Pascal:  Circuitazione  superficiale.  1'  Esten- 
sione dell'  ordinario  concetto  di  circuitazione.  Rend.  R.  Acc. 
Lincei,  f5j,  Y.  29,  1920, 

Idem:  Circuitazione  superficiale.  2°  Sua  espressione  vettoriale  e  teo- 
remi analoghi  a  quelli  sull'ordinaria  circuitazione.  Rend.  R.  Acc. 
Lincei,  (5),  v.  30,  1921. 

Idem  :  Circuitazione  superficiale.  3"  Il  teorema  della  forza  sostenta- 
trice  nel  caso  di  una  corrente  fluida  spaziale.  Rend.  R.  Acc. 
Lincei,  (5),  v.  30,  1921. 

Idem  :  Circuitazione  superficiale.  Giorn.  di  Mat.  di  Battaglini, 
v.  .59,  1921. 

È'noto  che  cosa  è  e  come  si  definisce  il  numero  circuitazione 
di  un  vettore  lungo  una  linea  chiusa.  L'A.   definisce    un    vettore 

C  =-\y l\  nd:) .,  che    per    analogia   chiama   circuitazione   di    un   vet- 
tore V   lungo   una  superficie  chiusa   j,   o   circuitazione  superficiale^ 
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Adoperando  poi  indifferentemente  metodi  cartesiani  e  metodi 
vettoriali,  dimostra  che  per  la  circuitazione  supertìciale  valgono 
teoremi  affatto  analoghi  a  quelli  per  la  circuitazione  ordinaria. 
Iuteri>retando  il  vettore  V  come  quello  della  velocità  di  una 
corrente  fluida  tridimensionale  si  hanno  così  i  teoremi  :  Se  la 
circuitazione  superficiale  è  nulla  qualunque  sia  la  superficie  lungo 
la  quale  è  calcolata^  le  velocità  del  fluido  dipendono  da  una  funzione 
potenziale  uniforme  ;  e  reciprocamente. 

Se  esiste  potenziale  di  moto  ("polidromoj,  la  circuitazione  superfi- 
ciale è  indipendente  dalla  superficie  lungo  la  quale  è  calcolala. 

Ed  infine  un  teorema  che  può  essere  considerato  come  1' ana- 
logo del  teorema  di  Stokes  :  La  circuitazione  lungo  una  superficie 
chiusa  a  è  uguale  al  doppio  della  somma  delle  velocità  istantanee  di 
rotazione  delle  jjrtHiceiie  fluide  contenute  entro  a,  moltiplicate  per 
l'elemento  del  volume  che  ha  a  per  contorno. 

Nella  Memoria  di  cui  le  tre  Note  precedenti  sono  un  breve 
sunto,  l'A.  mostra  come  si  può  in  un  caso  particolare,  calcolare 
abbastanza  facilmente  le  componenti  del  vettore  circuitazione 
superflciale, 

I  concetti  svolti  trovano  poi  la  loro  applicazione  nella  dimo- 
strazione del  seguente  teorema,  che  è  da  ritenersi  come  l'esten- 
sione del  teorema  della  forza  sostentatrice  al  caso  di  una  cor- 
rente fluida  tridimensionale: 

Se  una  corrente  fluida  tridimensionale  di  velocità  limite  Vq,  di- 
retta nel  senso  negativo  dell'asse  x,  investe  un  ostacolo^  la  risultante 
delle  pressioni  del  fluido  sulla  superficie  dell'  ostacolo  è  parallela  al 
piano  yz.  I  valori  delle  sue  componenti  secondo  gli  assi  J  e  z  sono 
rispettivamente  uguali  al  prodotto  della  densità  del  fluido  e  della 
velocità  limite  della  corrente  per  le  componenti  secondo  gli  assi  z  e  y 
del  vettore  della  circuitazione  superficiale  calcolata  lungo  una  super- 
ficie infinitamente  prossima  alla  superficie  dell'  ostacolo. 


I 
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Funzioni  analitiche.   —   P.   Montel.    (Comptes  Rendus  de  VAea- 
démie  des  Sciences.  Paris,  T.  174,  pag.  22  e  pag.  143j. 

Nella  prima  nota  considera  una  famiglia  di  funzioni  olomorfe 
in  una  regione  (D)  e  chiama  questa  famiglia  quasi-normale  in 
questo  campo,  se  da  tutte  le  successioni  infinite  di  funzioni  di 
questa  famiglia  si  può  estrarre  una  successione  convergente 
uniformemente,  nell'interno  di  (D),  ad  una  funzione  o  ad  una 
costante  anche  infinita,  ad  eccezione  di  un  numero  limitato  di 
punti.  Se  il  numero  di  questi  punti  irregolari  è  minore  od  uguale 
a  j>  la  famiglia  dicesi  quasi-normale  d'ordine  j). 

Enuncia  poi  dei  teoremi  relativi  a  questa  famiglia  e  come 
applicazione  generalizza  un  noto  teorema  di  Schottky  (^),  cioè 
enuncia  il  teorema  : 

«  Le  fnnzioni  regolari  in  un  cerchio  D,  ove  esse  non  pren- 
dono più  di  p  volte  uè  il  valore  zero  né  il  valore  uno  e  per  le 
quali  i  ^ -I- 1  primi  coefficienti  del  loro  sviluppo  in  serie  sono 
fissi,  li  anno  il  loro  modulo  limitato  da  un  numero  Q  entro  un 
cerchio  concentrico  interno  a  D  ».  Per  p  =  0  si  ha  il  teorema  di 
Schottky. 

Nella  seconda  nota  dà  un  teorema  generale  relativo  a  queste 
funzioni  (generalizzazione  d'un  teorema  di  Landauj,  e  come  caso 
particolare  enuncia  la  proposizione  : 

«  Data  una  funzione  olomorfa  attorno  all'  origine  a?  =  0, 

f[x)  =  «0  H-  «jO?  +  a,X^  -+-  ....  -(-  rt;,^_ia7^"^^  -f- ...., 

ove  ap^i4=^?  esiste  un  numero  R  non  dipendente  che  da  «o,, 
«1,....,  «;,+!,  tale  che  in  tutti  i  cerchi  di  raggio  superiore  ad  R  o 
la  funzione  f{x)  cessa  di  essere  olomorfa,  o  questa  funzione 
prende  nel  cerchio  piìi  di  p  volte  almeno  i  valori  zero  ed  uno  ». 

(')  Schottky,  Sitsungsher,  Berlin,  1904. 
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Funzioni  aiuilitiche.  —  Tu.  Vaiìopoulos  ilbid.,  T.  174,  png.  273i 
estende  il  teorema  della  seconda  nota  alle  funzioni  nmltiforiiie 
nelle  vicinanze  dell'origine.  g.  h. 

n=oo        . 

Funzioni  di  variabile  complessa.  —  I.Wolff.  Sulle  serie  2j       '^~' 
{Ibìd.,  T.  lT^,  pag.   105(5  e  i)iig-.   1327).  n=o''^~^" 

Nella  prima,  nota   mostra   che    una   serie    7, — ,  tale   (!lie 

i^l  A„  I  sia  convergente,  può  essere  prolungata  analiticamente  nelle 
regioni  ove  si  trovano  le  a„. 

Nella  seconda  nota  dà  un  esempio  piìi  generale  clie  mostra 
la  grande  generalità  di  queste  serie  e  dimostra  che  tutte  1(^  fun- 
zioni, regolari  in  una  legione  J),  sono,  in  tutte  le  regioni  D^  con- 
tenute con  il  loro  contorno   in  D,    rappresentabili    mediante   una 

serie  della  forma  V. — ,  le  a„  essendo  in  D,  ed   ove   ^\A„'  è 

^-^  ir  —Ci,,  '  ' 

convergente. 

E.  Borel  (Ibid.,  T.  173,  pag.  1057)  mette  in  evidenza  le 

conseguenze  della  ])rima  nota  di  Wolff  dal  punto  di  vista  delle 
funzioni  di  variabile  complessa  e  dal  punto  di  vista  degli  insiemi 
di  misura  nulla. 

A.  Denjoy  (Ibid.,  T.  174,  pag.  95)  precisa  i  risultati  della 

seconda  nota  di  Wolff,  e  mostra  che  se  f{x)  è  una  funzione 
regolare  all'  interno  e  sul  contorno  0'  contenente  e,  si  può  scegliere 

indipendentemente  da/(j?)  dei  punti  a„  aventi  per  insieme  derivato 

1 

la  riunione  di  e  e  e' ed  in  maniera  che:  se  ^„  |  <e^"-— s../lime„=:Oj, 

la  serie  y] ^  e  tutte  le  sue  derivate  convergono  assoluta- 
mente ed  uniformemente  da  una  parte  verso  /(.r)  e  le  sue  deri- 
vate su  0  ed  all'interno  di  e.  e  d'altra  parte  verso  o  fuori  di  0' 
e  su  0'. 

T.  Oarleman  (Ibid.,  T.  174,  pag.  558)  dimostra  che  la  con- 
dizione I  A  [  <  e-("-*£)"i"s"(a>  1  ed  £  positivo  arbitrario)  è  sufiìciente 

perchè  i    poli    ai)i)arenti    della    serie    ^- — ^   siano   poli   per   la 

funzione  rappresentata  da  questa  serie. 

'^      A 
G.  Julia  (Ibid.,  T.  174,  p.  370)  studia  le  serie  ^     _I —  '" 

n_0  " 

japporto  alP  integrazione  e  fa  vedere  che  opportunamente   scelto 
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l'aggrejj^ato  dei  a„  ed  i  cammini  d' integrazione,  si  deducono  delle 
conseguenze  in  contraddizione  col  teorema  di  Poincaré- Vol- 
terra, ciò,  perchè  mediante  P integrazione  di  tale  serie  si  otten- 
gono delle  funzioni  multiformi  monogene  ma  non  analiticlie,  pei' 
le  quali  l'insieme  dei  valori  può   avere  la  potenza  del   continuo. 

fi.  h. 

Funzioni    analitiche.    —    G.    Mittag-Leffler.    (Ibid.,    T.    174, 
pag.  790j. 

Indica  una  serie  di  enunciati  piìi  o  meno  restrittivi  che  si 
possono  dare  al  teorema  fondamentale  di  Cauchy  sulle  funzioni 
monogene;  uno  di  questi  enunciati  già  proposto  (^)  dall'autore 
esige  che  una  certa  espressione  formata  mediante  tre  valori  inti- 
nitamente  vicini  della  funzione  tenda  verso  zero  uniformemente. 

E.  GouRSAT  (C.  R.  T.  174,  pag.  896)  osserva  che  la  con- 
dizione che  egli  ha  data  (^j  suppone  unicamente  l'esistenza  della 
derivata  e  non  esige  alcuna  ipotesi  d'uniformità.  g.  h. 

G.  Valiron.  (lUd.,  T.  174.  pag.  1054). 

Continua  una  sua  nota  precedente  {^)  ove  ha  mostrato  come 
se /(«)  è  una  funzione  d'ordine  p  la  serie 


a 

essendo  i?,,  il  modulo  dell'ennesimo    zero    di  f[z)^    convergono    e 

oo 

divergono  insieme,  dimostrando  che  se  ^  B^"'^    è    divergente    è 

0 

anche  divergente  ^  r,,"^    ad    eccezione    j>uò    essere    di    un    solo 
valore  x  essendo  r„  il  modulo  dell'ennesimo  zero  di  f{z)  —  x. 

g.  b. 

A.  M.  NòRLUND.  {Ihid.^  T.  174,  pag.  919  e  pag.  1108Ì. 

Studia  nella  prima  nota,  la  serie  di  Stirling-Lagrange 

F{z)  —  FIO)  -+-  ^  z~>z^  —  \){z^  —  2^) ....  (z^  —  s%a, -4-  h,z\ 

S—O 

(M  G.  MiTTAG  Leffleu,  (0.  B.  T.  173,  1921,  pag.  1041). 

(2)  E.  GouRSAT,  {Ada  mathematica,  t.  IV,  1884,  pag.  194  et  Transactions 
of  the  American  Society,  1900). 

(3)  Valiron,  0.  E.  T.  172,  pag.  1226,  BiUlettin  Sciences  Math.,  1921,  p.  248. 
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a,  e  b,  si  calcolano  facilmente  dai  valori  della  F(z)  nei  punti 
0.  ±1,  dc2, ....  e  dimostra  che  se  essa  coiiverg:e  nelle  vicinanze 
di  un  punto  qualunque  essa  convergerà  in  tutte  le  ragioni  finite 
del  piano  (^). 

Nella  seconda  nota  studia  la  serie 

/_t  as[s  —  tù)(z  —  co) ....  (zs  —  (o) 

che  converge  in  casi  molto  più  estesi  di  quella  di  Stirling. 

Funzioni   di   variabile   reale.   —   A.  Angelesco.  {Ibid.,  T.  174, 
pag.  273>. 

Mostra  che  se  una  funzione  fix)  continua  nelP  intervallo  {a,  b) 
soddisfa  alle  n  condizioni 

b 

I  Jc{x).v^\f{x)diV  =  0,  (i  =:  0,  1,...  n  —  1), 

a 

con  0  <  o.  <  &,  ]c(iv)  >  0,  per  x  compreso  nell'  intervallo  (a,  b), 
[Xi  numeri  reali  e  differenti,  l'equazione /(ip)  =  0  ha  almeno  7t  ra- 
dici reali  e  distinte  nell'intervallo  (a,  6).  L'Autore  applica  questo 
risultato  all'equazioni  integrali  di  prima  specie,  alle  funzioni 
Ibiortogonali,  ai  polinomi  di  Laguerre.  '  g.  b. 

Funzioni  in  senso  generale.  —  M.   Gevrey.   {Ibid,,  T.  174,   pa- 
gina 368). 

Mostra  che,  anteriormente  (^)  aile  ricerche  recenti  di  A.  Den- 
JOT  (*)  e  di  E.  Borel  (^)  sulle  pro^irietà  delle  funzioni  quasi 
analitiche  di  variabile  reale,  per  le  quali  la  serie  di  Taylor 
diverge  in  tutti  i  punti  del  loro  campo,  benché  siano  determinate 
dalla  conoscenza  delle  derivate  successive  in  un  punto,  aveva 
considerato  le  funzioni  tali  che 


dx" 


M 


(j){n)  essendo  una  funzione  monotona  positiva,  ed  indica   che   per 
queste  funzioni  sussistono  le   proprietà  classiche   delle   funzioni 

(')  Oguua,  Bull.  Seien.  Math.,  1821,  t.  45,  pag.  3140). 

(2)  M.  Gevuky,  Annaìes  de  V  École  Normales  Suj) ,  1919,  pag.  129. 

(3)  A.  Denjoy,  C.  B.  T.  173,  pag.  1329. 
(*)  E.  BOKEL,  C.  B.  T.  173,  pag.  1481. 
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analitiche  relative  alle  funzioni  composte,  implicite  ecc.  e  che 
comprendono,  come  caso  particolare,  le  funzioni  quasi-analitiche. 

Funzioni  in  senso  generale.  —  T.  Carleman  (Ibid.,  T.  174, 
pag.  373). 

In  una  nota  recente  A.  DbjSTJOY  (M  ha  pubblicato  il  se- 
guente teorema  :  «  Se  f{x)  è  una  funzione  di  variabile  reale 
definita  sul  segmento  (a,  h)  e  possedente  delle  derivate  di  tutti 
gli  ordini,  se  M,,  essendo  il  massimo  di  !/*"'(£(?)  |  sul  segmento  (<*,  6j, 

e  la  serie   ^  n         ^  divergente  e  soddisfa   a  certe  condizioni   di 

regolarità,  f{x)  è  identicamente  nulla  se  essa  s'annulla  con  tutte 
le  sue  derivate  in  un  solo  punto  del  segmento  ». 

Il  Carleman  dimostra  che  il  teorema  di  Denjoy  resta  vero 

anche  se  2^- — -  non  soddisfa  a  quelle  condizioni  di  regolarità. 

ve 

E.  BoREL  [Ihid.^  T.  174,  pag.  505j  considera  tutte  le  fun- 
zioni f{x)   indefinitamente   derivabili    per   0  <  a?  <  1    e    tali    che 

/(0)=:/'(0)=/"(0)=:....=/'">(0)  =  ....  =  0  e/(l)  =  l  e  non   identi- 

^     1 

camente  nulle,  allora  essendo  le  o^=2^- convergenti  enuncia, 

ViW« 
come  verosimile,  il  teorema  che  il  massimo  limite  delie  a  è  finito. 

T.  Carleman  ilhid.^  174,  pag.  994)  dimostra  il  teorema 

enunciato,  come  verosimile,  da  E.  Borel  e  determina  il  massimo 
limite  delle  a. 

E.  Borel  (I6i<?.,  T.  174,  pag.  996)  mostra  l' importanza  del 

teorema  precedente  di  Carleman  e  di  quello  di  Denjoy,  che  pos- 
sono considerarsi  teoremi  fondamentali  della  teoria  delle  funzioni 
indefinitamente  derivabili.  g.  h. 

Equazioni    algebriche.    —    S.    Sarantopaulos.    (Ibid.,    T.     174, 
pag.  591). 

Generalizza  un  teorema  di  Landau  (^)  dimostrando  che  una 
equazione 

ax^  -+-  a.-x"^''  -+-  a,.-iX^''~'-  -+- ....  -f-  a^x^^  -t-  j?  h-  1  =  0, 

1*)  A.  Denjoy,  {C.  E.  T.,  173,  pag.  1329). 

(-)  Ueber  den  Picardscheu  Sats.  (Vierteljahrschriff  cler  uaturforsolieuden 
Geeellschaft  in  Ziiricb,  t.  51,  pagg.  252-318). 
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nella  quale  a,  «j,  «„,...,«,.  sono  qualunque  e  v>  v..>  v,._j>...>Vi>l, 
ha  almeno  una  radice  non  superiore  ad  un  numero  costante  indi- 
pendente dai  coefficienti  e  da  Vj,  Vo,....,  v^  e  dipendente  solo  dal 
numero  dei  termini. 

Equazioni  alg^ebriehe.  —  P.  Montel  {Ibid.,  T.  174,  png.  850 
e  pag".  1220)  i)recisa  nella  prima  nota  il  risultato  precedente  indi- 
cando che  l'equazione  a  fc -t- 1  termini 

«A-i-»'"''"^  -+-  •■"  -+-  «i.f"'i  -f-  .r  H-  1  =  0 

La  sempre  una  radice  il  cui  modulo  è  inferiore  od  ugnale  a  k. 
li  valore  massimo  di  questo  modulo  non  essendo  raggiunto  clie 
per  le  radici  dell'equazione 

e  dà  inoltre  altre  proposizioni  per  altri  tipi  di  equazioni. 

Xella  seconda  nota  enuncia  una  proposizione  che  si  riattacca 
alle  note  precedenti  dello  stesso  autore,  cioè,  se 

P(.^■)  r=  Qx)  -+-  E(x){a^x^i  -+-  a^x^'^  -+- ....  -f-  a,,^'''*), 

essendo  E(xì=(x—x^Hììc — a?2)°a(a?— a;„)%  e  0<^j -^ /ij-^Ag  <•.... </tft 
ed  Kj  -+-  a^  -+- ....  -f-  y.„  =  p  -f-  1,  ove  j)  è  il  grado  del  polinomio  Q{x), 
assoggettato  a  prendere  come  alcune  delle  sue  derivate  dei  valori 
dati  in  punti  dati,  questi  valori  essendo  in  numero  sufficiente  per 
determinare  un  polinomio  di  grado  p.  ha  sempre  p  zero  in  un 
cerchio  di  centro  l'origine  il  cui  raggio  non  dipende  che  dai 
dati  e  dal  numero  le  dei  parametri  arbitrari  che  figurano  nel 
polinomio  Pi.ri.  Enuncia  poi  il  teorema  d'algebra: 

«  Il  polinomio  P{X)  =  1  -+-  x"  -+-  a^x^'^'^  -h ....  -+-  a^^.^x^'^^^-'^^'i  ha 
sempre  p  zeri  i  cui  moduli  non  oltrepassano  un  numero  fisso 
indipendente  da  q  e  dal  numero  le  dei  termini,  a  condizione  che 
j)  non  sia  divisibile  per  q  »,  </.  b. 

Equazioni  differenziali.  —  A.  Cahen.  ilbid.,  T.  174,  pag.  276). 
Considera  l'equazione 

FiX,  y,  y')  =  y'^  -  2^f{x,  y)y'  -+-  N{x,  y)  =  0 

a  punti  critici  fissi  di  genere  zero  e  secondo  grado,  ove  M{x,  y) 
ed  N{x,  y)  sono  polinomi  di  2°  o  4°  grado  al  pili  ed  indica  delle 
forme  di  riduzione  secondo  la  natura,  l'ordine  di  multiplicità 
delle  radici  del  discriminante  Dz=]\P—N,  die  è  al  piìl  di  4°  grado. 
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Equazioni  differenziali.  —  M.  Janet.  ilbid.^  T.  174,  pag.  432). 

Avvicina  i  risultati  dei  teoremi  generali  relativi  ai  sistemi 
di  equazioni  a  derivate  parziali  a  quelli  che  sono  stati  ottenuti 
da  E.  Cartan  (')  ed  indica  delle  proposizioni  facendone  appli- 
cazioni. 

W.  WiLKOsz  (Ibib.,  T.  174,  j^ag.  435)  mostra   clie  è  su- 

perflua  l'ipotesi  della  continuità  delle  r— .  (t  =  0,  1,...  nj  per  legit- 
timare le  operazioni  che  si  debbono  fare  nella  teoria  classica  del 
potenziale,  cioè,  in  quella  dell'integrazione  d'una  equazione  a 
derivate  parziali  della  forma 

K.  POFOFF.  (Ihid.,  T.  174,  pag.  731). 

Appoggiandosi  sui  lavori  di  Picard  (*J  e  sulle  osservazioni 
di  HòLDER  e  di  H.  Hadamard  mostra  che  nella  risoluzione  del- 
l'equazione generale  del  tipo  ellittico  a  mezzo  della  teoria  delle 
equazioni  integrali  non  è  necessario  supporre  che  la  soluzione 
della  equazione  debba  essere  integrabile.  g.  b. 

G.  GiRAUD.  (Ibid.,  T.  174,  pag.  853). 

Precisa  in  differenti  punti  il  ragionamento  col  quale  ha  sta 
bilito  l'analiticità  delle  soluzioni  dell'equazione  non  lineare  del 
tipo  ellittico  (^|.  g.  b. 

—  -  J.  Draoh.  {Ibid.,  T.  174,  pag.  797). 

Tratta  dell'equazione  y"  =  B(y'),  ove  R  indica  una  frazione 
razionale  di  y'  i  cui  termini  sono  di  grado  dato  in  y',  i  loro  coeffi- 
cienti essendo  funzioni  qualunque  di  x  e  di  y  e  stabilisce  dei  casi 
nei  quali  si  può  integrare  per  quadrature. 

{')  E.  Cartan,  Aiinales  de  V École  Normale  Sii]).,  1901  e  1904. 
(^)  Zaremba,  Contribution  à  la  théorie  d^  une  équation   fonctionelle   de 
ia  physique.  (R.  Circolo  Mafc.  di  Palermo,  t.  19,  1905,  pag.  147'. 

(3)  E.  Picard,  Annnles  de  l' École  Normale,  t.  23,  1906,  pag.  209. 
{*)  C.  B.  T.  173,  1921,  pag.  543. 
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Equazioni  diiTerenziali.  —  M.  Janet.  {Ibid.,  T.  174,  pag.  '.)91). 

Dà  una  forma  canonica  invariante  assoluto  generale  per  i 
sistemi  algebrici  e  differenziali  ('). 

E.  GouRSAT.  (Ibid.,  T.  174,  pag.  1089). 

Mostra  come  il  procedimento  tenuto  da  E.  Oartan  (*i,  per 
dimostrare  come  si  possa  dedurre  da  tutti  gli  invarianti  inte- 
grali assoluti  un  invariante  completo  ed  inversamente  (invariante 
completo  è  un  invariante  ove  il  tempo  figura  non  solamente  nei 
coefficienti  ma  anche  nel  suo  differenziale  dt  sotto  il  segno  di 
integrale)  è  identico  in  realtà  ad  una  combinazione  dei  metodi 
di  H.  Poincaré.  g.  h. 

Equazioni  integrali.  —  H.  Villat.  ilhid.^  T.  174,  pag.  656). 

Stabilisce  che  un  numero  considerevole  di  ricerche  sui  fluidi 
vorticosi  dipende  dal  problema  di  determinare  una  rappresen- 
tazione conforme  facente  corrispondere  ad  un  semipiano,  per 
esempio,  una  regione  per  la  quale  due  porzioni  della  frontiera 
possono  essere  condotte  a  coincidere  per  traslazione.  Riconduce 
la  questione  ad  una  equazione  integrale  di  cui  dà  un  teorema 
d'esistenza  e  dei  metodi  rigorosi  ed  approssimati   di   risoluzione. 

I.  Fredholm.  {lUd.,  T.  174,  pag.  980). 

Sia  Oi^«)  una  funzione  razionale  tale  che  il  semipiano  supe- 
riore delle  8  sia  conformemente  rappresentato  su  un  dominio  D 
nel  piano  delle  w,  dalla  relazione  u  =  (^[8).  Considera  l'equazione 
integrale  lineare  corrispondente  al  problema  di  Dirichlet  per  il 
campo  D  e  trova  che  si  ha 

-f-oo 

— ex; 

jd.  8)  =  —-.  log  ^^ —      ^      , 

0(«)  e  0(«)  essendo  delle  funzioni  razionali  a  coefficienti  imma- 
ginari coniugati.  Calcola  il  nucleo  iterato  e  ne  fa  conoscere  le 
proprietà.  </•  b. 

(')  Vedasi  Delassus  (Ann.  de  V  École  Nonnaie,  1896-97,  Bullcttin 
Sciences  Math.,  1889). 

(-)  E.  Cartan,  Leeone  sur  les  invarianis  intégraux. 
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tieometria  differenziale.  —  C.  Guichabd.  {Ibid.,  T.  174,  pag.  138 

e  pag.  718). 

lu  una  nota  precedente  (')  ba  trattato  la  geometria  infinite- 
simale dei  complessi  lineari.  Se  M^x^,  x^,...,  x^„)  è  un  punto  che 
descrive  un  reticolato  nello  spazio  d'ordine  2m,  e  se  ^i,  ^,,...  ^,„, 
nj,  «2,...  «2  sono  i  parametri  normali  delle  tangenti  ad  un  reti- 
colato nello  spazio  8z„,  si  ha: 


(}x      ,^      eh       ^         c^       , 
-~=:ht,     ~  =  Ini,     ~  =zkri, 


dx 
dv 


di  dY] 


«  il  reticolato  sarà  Q^^,  se 


[?,  *0  =  0, 


0, 


0, 


1,  2,...,  2i>  -  3),     (,3  =  1,  2,...,  2q  -  3) 


^  Scìtoj  li&QQ^  se 


[^ ,  ?i]  =z  —  m  U  -h  nV, 


U  e  V  essendo  rispettivamente  funzioni  della  sola  u  e  della 
sola  V,  sarà  iì^f^  se  V=:0,  e  sarà  y^i  se  ?7=0,  e  y^  se  U=0, 
V=0. 

Nella  prima  nota  tratta  dei  reticolati  l?oo,  e  dimostra  perchè 
un  reticolato  sia  ìì^q,  è  necessario  e  sufficiente  che 

^•u'^***''     f^fi^''*^'    ^^"    'Z^TX,  ^J— ^«     ed     r=[y,  -q^  —  lu. 

Se  esistono  poi  dei  reticolati  paralleli  a  l^oo  e  tali  che  ^  =  r  =  0, 
questi  saranno  detti  normali.  L'Autore  mostra  che  in  8^,.,  vi  sono 
2n  reticolati  normali,  linearmente  distinti,  paralleli  a  Qoo  ^  ne  fa 
conoscere  le  ])roprietà. 

Nella  seconda  nota  dà  delle  applicazioni  sui  reticolati  che 
sono  armonici  ad  una  congruenza  appartenente  ad  un  complesso 
lineare  e  coniugati  ad  un'altra  congruenza  appartenente  pure 
ad  un  complesso  lineare.  g.  b. 


(1)  C.  GuiCHARD,  (C.  B.  T.,  173,  1921,  pag.  1145). 
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Geometrìa  differenziale.  —  G.  J.  Kemondos.   (Ihid.,   T.   174,   pa- 
gi usi  510). 

Modificando  l'enunciato  del  problema  considerato  recente- 
mente da  Appell  (\),  tratta  il  problema  del  raccordamento  di 
due  semirette  mediante  curve  regolari  le  pili  utili  dal  punto 
di  vista  delle  apx)licazioni. 

R.  IjAGRANGE   {Ibid.,   174,  pag.  521)   come   conseguenza 

del  metodo  d'esposizione  del  Calcolo  differenziale  assoluto  dato 
recentemente  dallo  stesso  Autore  (*)  ottiene  per  uno  spazio  S„  il 
teorema  di  Dupin  generalizzato  e  la  seguente  proposizione  : 

«  Tatti  gli  spazi  per  i  quali  le  due  curvature  totali  di  una 
F„_i  sono  uguali,  sono  quelli  in  cui  i  covarianti  doppi  di 
EiEMANN  T,7,  sono  identieamente  nulli.  g.  h. 

B.  Gambibr  [Ihid.,  T.  174,  pag.  523,  pag.  6G1,  pag.  921,  pa- 
gina 1110). 

In  una  nota  precedente  (^j  l'autore  ha  accennato  a  particolari 
corrispondenze  che  j)ossoiio  essere  poste  fra  certe  superficie  con- 
venientemente scelte  con  un'altra  superficie. 

Nella  prima  nota  tratta  il  problema  di  determinare  le  coppie 
di  superficie  tali  che  la  corrispondenza  puntuale  trasforma  le 
linee  di  lunghezza  nulla  in  assintotiche  e  viceversa  {*). 

Nella  seconda  nota  ne  deduce  alcuni  altri  risultati. 

Nella  terza  nota  studia  le  superfìcie  isotermiche  che  non  sono 
né  di  rivoluzione,  né  minime,  di  cui  la  rappresentazione  sferica  è 
isotermica. 

Nella  quarta  nota  tratta  il  j^roblema  di  associare  due  super- 
ficie con  la  corrispondenza  delle  linee  di  curvatura  e  delle  assin- 
totiche, ed  ottiene  delle  superficie  le  cui  equazioni  a  derivate 
parziale  riproducono,  a  meno  di  un  coefficiente,  quelle  di  Wein- 
GARTEN  per  le  superficie  isotermiche  e  che  contengono,  come  casa 
particolare,  le  quadriche,  le  ciclidi  di  Dupin,  le  superficie  di 
rivoluzione,  le  superficie  minime,  le  superficie  a  curvatura  co- 
stante (positiva  o  negativa).  g.  h. 

(')  P.  Appp:l,  Courbe  de  raccordemeut  et  élasiique  piane.  (Bull.  Soc. 
Math.,  t.  49,  3921,  fase.  I  e  II,  pa<r.  104). 

(2)  K.  Lagrange,  {G.  B.  T.,  173,  pag.  1431). 

(3)  0.  B.  T.  173,  pag.  763. 

(■*)  Ogdra,  (Tóholcu  math.  Journal,  V.  12,  1612). 
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Teoria  degli  aggregati.  —  M.  Stoilow.  {Ibid.,  T.  174,  pag.  802). 

Dimostra  che    1   m(c,^d^,    ove    m{^)    iiKiica    la    misura    esterna 

lineare  della  parte  comune  di  F  e  della  oc  =  ^,  essen<lo  F  un 
insieme  chiuso  contenuto  in  un  insieme  F  e  tale  che  F — ^  è 
di  misura  esterna  minore  di  e^  per  piccola  che  sia  questa  quan- 
tità positiva  £,  e  che  applicato  [all'insieme  F  esprime  la  misura 
di  questo  stesso  insieme.  (/.  b. 

Calcolo  funzionale.  —  G.  Julia.  (Ibid.,  T.  174.  pag.  517,  pag.  653, 
pag.  800). 

Nella  prima  nota  utilizza  la  rappresentazione  conforme 
Z  =  f{z)  per  la  ricerca  delle  soluzioni  dell'equazione  funzionale 
F{f(z),  f(z^)']  =  0,  ove  Zj^^^Siz),  essendo  8(zì  una  data  sostituzione 
lineare.  Considera  poi  la  superficie  di  Riemann  iiiìi  estesa  |>os- 
sibile  nella  quale  F(z,  z^)  definisce  nna  corrispondenza  analitica 
biunivoca  e  che  sia  invariante  per  questa  trasformazione  e  la  sua 
inversa;  mediante  la  rappresentazione  confoiine  z=^f{z)  di  questa 
superfìcie  di  Riemann  nel  campo  d'esistenza  della  Z  =  fiS),  può 
ottenere /( 2;).  Fa  applicazioni  poi  all'equazioni  fìz  -h  a)=zR[f(z)], 
f(8z)=::E[f{z)],  f[Ri{z)\:=f[RJz)\,  csscndo  R  simbolo  di  funzione 
razionale. 

Nella  seconda  nota  dà  altre  applicazioni  della  ra])presenta- 
zione  conforme  alle  equazioni  funzionali. 

Nella  terza  nota  tratta  la  trasformazione  delle  sostituzioni 
razionali  in  sostituzioni  lineari  e  cerca  una  funzione  f{z)  soddi- 
sfacente alla  f[S(z)=^  R[fiz}],  essendo  z^R[z)  una  sostituzione 
razionale  data  ed  S^z]  una  sostituzione  lineare,  e  dà  un  metodo 
per  trattare  la  questione.  </.  b. 

Geometria  algebrica.  —  M.  Leoat.  (Ibid.,  T.  174,  pag-.  728). 

Enuncia  differenti  risultati  sulle  cayleyane  e  bicayleyane  anor- 
mali che  si  riallacciano  ai  lavori  di  Oaylby  (Vi,  R.  F.  Scott  (^j,  e 
di  L.  H.  Rice  (^)  e  dell'autore  stesso  sui  determinanti  generalizzati 
e  specialmente  cubici.  g   b. 

(1)  CAYLEr,  (Trans.  Cainbrige  Philos  soc,  t.  8.  1842-1849  e  Papers  t.  1, 
Cambrige,  1889,  pag.  75-79). 

(2)  E.  F.  Scott,  (Lonclou,  Matìi.  soc,  t.  Il,  1876-80,  pag.  1729). 
^3)  L.  H.  Rice,  (Amer.  J.  of  Math.,  t.  40,  1918,  pag,  250  252). 
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Geodesia.  —  M.  Prevost.  {Ibid.,  T.  175,  pag.  672). 

Potendosi  una  funzione  di  due  variabili  y=^f[{)^  aj  come  la 
profondità  degli  oceani,  il  rilievo  del  suolo  ecc,)  svilupparsi  in 
serie  di  polinomi  di  Laplace 

n  —  oo  '     n 

y  =  ^yn,     essendo     y„  =  ^  P„/cos  6)(  A ,„  cos  jy.  -+-  B„j  sen  Jy.) 

71=0  j=0 

ove  P„j  sono  funzioni  armoniche  sferiche,  (ì  la  collatitudine,  a  la 
longitudine,  dà  un  metodo  grafico  per  determinare  i   coefficienti. 

g.  h. 

Teoria    degli    errori.    —    P.    Lévt.    ì  Ibid.,    T.    174,    pag.    855    e 
pug.   1682). 

Enuncia  nella  prima  nota  due  condizioni  generali  a  cui  deb- 
bono soddisfare,  le  leggi,  nella  teoria  degli  errori,  perchè  siano 
ammissibili,  cioè:  i  valori  grandissimi  delT errore  debbono  essere 
pochissimo  probabili  ed  alcuni  errori  debbono  essere  inaprezzabili 
rispetto  all'errore  totale.  Indica  poi  delle  condizioni  nelle  quali 
si  può  affermare  che  la  somma  di  un  grande  numero  di  errori 
piccolissimi  ed  indipendenti  l'uno  dall'altro  hanno  una  somma 
che  obbedisce -alla  legge  di  Gauss. 

Nella  seconda  nota,  dà  una  rettificazione  di  una  proposizione 
«Iella  ])riiii<'t  in  seguito  ad  una  nota  di  J.  W.  Lindeberg  (^i.         g.  h. 

Relatività.  —  E.  Cartan.  [Ihùì.^  T.  174,  pag.  437,  pag.  593,  pag.  734, 
pag.  857  e  pag.  1104). 

Nella  prima  nota  dà  un'interpretazione  puramente  geome- 
trica del  tensore  d' Einstein,  che  caratterizza  completamente  lo 
stato  <lella  materia  nelle  vicinanze  d' un  punto  dell'Universo,  mo- 
strando che  si  può  ricondurre  la  statica  d'un  mezzo  elastico  alla 
deformazione  (non  euclidea)  dello  spazio  che  lo  contiene,  la  ten- 
sione del  mezzo  non  fa  che  tradurre  fisicamente  la  deformazione 
dello  spiizio. 

Nella  seconda  nota  dà  una  generalizzazione  della  curvatura 
di  Riemann,  e  nella  terza  mostra  che  la   definizione  del    tensore 

(')  I.  W.  LiNDKHKiiG  {C.  B.    T.  17i,  pni-.  1400). 
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<ìi  energia  si  generalizza,  senza  difficoltà,  se  si  riguarda  l'Uni- 
verso come  uno  spazio  a  quattro  di-meusioni  dotato  d'una  curva- 
tura o  d'una  torsione.  Esso  tensore  è  costituito  da  un  vettore  e 
dalle  coppie  attaccate  a  ciascun  elementp  di  volume,  il  vettore 
indica  la  curvatura,  le  coppie  la  torsione  ;  nella  quarta  tratta 
<legli  spazi  conformi  generalizzati  estesi  all'Universo  d' Einstein 
e  nella  quinta  tratta  dell'equazioni  di  struttura  degli  spazi  gene- 
ralizzati e  dell'espressione  analitica  del  tensore  d' Einstein. 

Relatività.  —  E.  Bompiani  (Ibid.,  T.  174,  pag.  737)  mostra  che 
anteriormente  ai  lavori  di  Oartan  ha  ottenuto  dei  risultati  intima- 
mente collegati  con  questi,  essendosi  occupato  dell'interpretazione 
geometrica  e  cinematica  di  certi  invarianti  che  si  presentano  nel 
Calcolo  differenziale  di  Ricci  e  di  Levi-Ciyita  (').  g.  h. 

I.  L.  Roux.  ilhid.,  T.  174,  pag.  924). 

Mostra  ohe  considerandosi  nella  teoria  della  relatività  una 
sola  forma  quadratica,  si  potranno  calcolare  degli  invarianti  che 
avranno  una  significazione  analitica,  ma  non  si  ha  il  diritto  di 
far  corrispondere  a  questi  invarianti  una  i^ropriv^'tà  dello   spazio. 

g.  h. 

E.  BoREL.  [Ibid.,  T.  174,  pag.  980). 

Dà  un  esempio  d'una  distribuzione  di  masse  estendendosi 
all' CSC,  quasi  periodiche  con  una  densità  media  nulla,  in  relazione 
alle  conferenze  tenute  da  Einstein  alla  Sorbonne.  g.  h. 

Sunti   di   dissertazioni    inaugurali   della    Università   di    Qiesseu,    del 
1922  (*j. 

Geometria  analitica.  —  L.  Monville  :  Analyiisohe  Beitrage 
zu  Lie' s  Abbildung  des  Imaginàren  des  ebenen  Geometrie.  —  Questa 
tesi  riesuma  e  completa  i  risultati  di  taluni  lavori  giovanili  di 
SOPHUS  LiE.  In  alcune  pubblicazioni  degli  anni  1869-70  (';,  il 
grande  matematico  norvegese  rappresentava  il  piano  a  coordi- 
nate cartesiane  complesse 

X=:  X  -h  iy,     Z^=z  -i-  ip, 

(1)  E.  BoMPiANr,  Nozione  di  Parallelismo.  (C.  Mat.  di  Palermo,  1917, 
t.  42;  Accad,  dei  Lincei,  voi.  28,  1919,  ])aM-.  425-428. 

('-)  Queste  tesi  sono  pubblicate  dal  Seminario  Matematico  di  quella 
Università. 

(■^)  Creile,  T.  70,  Cliristiaiiia,   Forhand.  i    Videnslcahs  Selskabet,  1869-70. 
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SU  uno  spazio  reale  R  a  tre  rtiiiUMisioni,  x^  y,  z,  p  essendo  imiiiert 
reali,  di  cui  i  tre  primi  souo  le  coordinate  cartesiane  di  un  punto 
di  E  e  l'ultimo  è  il  peso  del  punto  stesso,  giungendo  così,  per 
via  sintetica,  a  tradurre^  vari  risultati  della  geometria  del  piano 
in  altrettante  proposizioni  della  geometria  delle  congruenze  di 
rette,  che  in  quell'epoca  era  stata  svolta  da  poco  dal  Plììoker. 
La  presente  tesi,  fatta  sotto  la  direzione  dell' Engel,  noto  disce- 
polo del  LiE,  ritrova  per  via  analitica  i  teoremi  di  questo,  dati 
per  Io  ì)iìi  senza  dimostrazione,  e  li  estende,  trattenendosi  maggior- 
mente su  casi  relativamente  elementari. 

Data  la  natura  dell'argomento,  sarebbe  stata  certamente  utile 
all'estensore  della  presente  tesi  la  conoscenza  di  lavori  italiani 
di  soggetto  affine,  in  yiarticolare  di  quelli  noti  del  Segrb  cLe 
vanno  sotto  il  titolo:  «  Un  nuovo  campo  di  ricerche  geome- 
triche »  (^). 

(ìruppi  continui  di  trasformazioni.  —  J.  Fuhrkh:  Zur  natiir- 
liohen  Geometrie  ebener  Trans f ormati ons  grupiìen.  —  In  analogia 
alla  Geometria  intrinseca  su  una  curva,  studiata  in  ispecie  dal 
Cesaro,  fu  studiata  da  G.  Pick  (*)  una  «  geometrìa  naturale  » 
dei  gruppi  continui  ad  r  parametri  del  piano,  sostituendo  alle 
coordinate  della  geometria  intrinseca  due  invarianti  del  gruppo, 
detti  «  Coordinate  covarianti  »,  Questo  concetto  è  stato  ripreso 
e  posto  in  maggiore  i-elazione  colle  teorie  del  Lie  dal  Kowa- 
lewski  (^),  che  ha  dato  lo  spunto  al  presente  lavoro.  L'autore 
della  tesi,  dopo  alcune  generalità  sulle  coordinate  covarianti,  le 
determina  per  tutti  i  gruppi  finiti  continui  del  piano,  e  preci- 
samente per  i  primitivi,  per  quelli  che  ammettono  un  sistema 
invariante  oo'  di  linee,  e  per  quelli  che  ammettono  due  tali 
sistemi. 

Equazioni  differenziali.  —  J.  Moll  :  Ueber  ei ne  Masse  geicohn- 
licher  Dìfferentialgleichungen  hoherer  Ordnung.  —  Questo  lavoro 
reca  un  contributo  all'integrazione  delle  equazioni  differenziali 
il  cui  integrale  generale  y  può  porsi  sotto  la  forma  w  :  v,  essendo 
u  e  V  integrali  generali  di  due  equazioni  differenziali  lineari  di 
ordini  rispettivi  m  ed  n.  L'equazione  cui  soddisfa  y  è  di    ordine 

(')  Varie  note  negli  Atti  dell' Accad.  di  Torino,  1890;  v.  anche  Le 
rappresentazioni  reali  delle  forme  complesse,  ecc.   }fath.  Ann.,   T.  40,  3892. 

(2)  Berielite  der  Wien  Àkad.,  1906. 

(3)  Comptes  rendiis,  T.  158,  1914;  Bohm,  Gesell.  der  Wissensch.,  1919; 
Leipzig,   Berichte,  1921. 
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ni -i- n  —  1,  omogenea  nella  y  e  le  sue  deriviate:  il  caso  m  >  ?i  si 
riporta  snl)ito  a  quello  m  <  n.  Notevole  il  fatto  che  se  si  sa  clie 
una  equazione  differenziale  ammette  un  integrale  di  tale  forma, 
le  due  equazioni  lineari  cui  soddisfano  u  e  -y  si  possono  ottenere 
senza  integrazione,  agevolandosi  così  P integrazione  dell'equa- 
zione data,  li' Autore  tratta  la  questione  per  il  caso  in  cui  y 
soddisfa  iid  un'equazione  di  terz' ordine  {m  =  2,  n  =  2)  coUegau- 
dovi,  in  un  ultimo  paragrafo,  l'equazione  di  RicCATi;  poi  ad  una 
equazione  di  quarto  ordine  {in  =  3,  n  =  2)  ;  inline  ad  un'equnzione  di 
quinto  ordine  che  dà  luogo  a  dne  casi  (mr=r4,  n  =  2,  od  m=:3,  w  =  3i. 
11  lavoro  è  prevalentemente  di  Calcolo,  lasciando  nel  lettore  il 
desiderio  di  qualche  delucidazione  di  carattere  geometrico  o 
gruppale,  cui  la  forma  dell'integrale  (lineare  fratto  nelle  costanti 
d'integrazione)  sembrerebbe  doversi  prestare.  s.  p. 

Relatività.  —  Franz  Tank  :  Sulle  serie  spettrali  secondo  il  modello 
di  Bohr  («  Annalen  der  Pbysik  »,  1919j. 

Le  righe  spettrali  si   possono   ordinare   secondo  la  loro   fre- 
quenza  in   certe   serie:   la    piìi    semplice,    scoperta    dal    Balmer 

nel  1885,  è  questa  dell'idrogeno  j^{-^  —  -^],  dove  N  è  una  co- 
stante generale,  n'  un  numero  intero  particolare  ed  n  un  numero 
]>ercorrente  la  serie  dei  numeri  interi.  In  seguito  Eydberg  e 
KiTZ  riscontrarono  le   serie    spettrali    negli   altri   corpi,   il    primo 

introducendo  il  tipo  N\—-, ^  —  7 z\,  il   secondo    in    modo 

^         \^w' -H  a)*       (?i-i-«)V 


l)iù  preciso  col  suo  tipo  Ni-, ;;^^  —  7 mi'  ♦'ove 

\\n'  -h  a 


a^2 


a  ed  a  sono  costanti. 

Il  Bohr  riuscì  a  dare  una  teoria  della  serie  di  Balmer  del- 
l'idrogeno, basandosi  sulla  teoria  del  Plank,  secondo  cui  la 
radiazione  da  un  sistema  atomico  avviene  per  quanta,  e  sul  mo- 
dello del  EUTHEFORD  dell'atomo  dell'idrogeno,  consistente  in  un 
elettrone,  che  gira  attorno  ad  un  nucleo  positivo.  Il  Bohr  in 
memorie,  che  cominciano  dal  1913,  introduce  l'ipotesi  che,  se 
per  qualche  agente  esterno  l'elettrone  è  cacciato  fuori  dalla  sua 
orbita  stazionaria  in  un'altra  orbita,  che  diverrà  alla  sua  volta 
stazionaria,  esso  subito  irradia  la  differenza  delle  energie  nella 
forma  di  onde  monocromatiche.  Così  egli  giunse  teoricamente 
alla  serie  di  Balmer,  in  cui  il  numero  percorrente  la  serie  dei 
numeri  interi  caratterizza  una  delle  orbite  stazionarie. 
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Per  la  teoria  delle  serie  spettrali  tipo  RiTZ  e  Rydberg,  il 
SoMMEBFELD  aveva  già  indicato  la  via  da  seguire,  cioè  ricerca 
di  modelli  pili  complicati  delP-atoiiio,  specie  con  estensione  allo 
spazio  e  specializzazione  del  campo  atomico.  Il  Tank  nello  studio 
sopracitato  non  fa  che  battere  questa  strada  e  trova  effettiva- 
mente modelli  atomici,  che  spiegano  le  forme  Rydberg  e  Ritz. 
Per  la  prima,  supponendo  che  gii  elettroni  costituenti,  cioè  quelli, 
che  conservano  la  loro  orbita  e  quindi  non  irradiano  energia, 
girino  sopra  circonferenze  simmetricbe  rispetto  ad  un  asse,  lo 
studio  del  movimento  dell'elettrone,  che  irradia  energia,  cioè 
dell' elettrone  serie,  si  riduce  a  quello  di  un  movimento  sotto 
l'influenza  di  due  centri  attrattivi.  L'Autore,  introducendo  tre 
coordinate  ellittiche,  può  integrare  l'equazione  differenziale  di 
Hamilton-Jacobi  ed  ottiene  gli  integrali  momenti  d'impulso 
dell'elettrone  nella  sua  traiettoria  ellittica,  che,  secondo  le  gene- 
ralizzazioni di  SoMMEUFELD  ed  EpsTEiN  per  orbite  ellittiche  spa- 
ziali, sono  uguagliati  a  multipli  dell'energia  elementare  li,  o 
quanta  energetici.  Detti  integrali  momenti  d'impulsosi  risolvono 
per  mezzo  del  princiijio  dei  residui  nel  campo  dei  numeri  com- 
plessi, cioè  sotto  forma  di  integrali,  i)resi  lungo  l'ellisse  nel 
senso  diretto,  che  valgono  il  prodotto  di  2,tì  per  la  somma  dei 
residui  relativi  ai  punti  singolari  dell'integrando,  nel  nostro  caso 
nel  polo  e  nel  punto  d'infinito.  In  funzione  dei  quanta  e  di  note 
quantità,  sparendo  due  costanti  d'integrazione,  rimane  la  terza 
costante,  quella  dell'energia  dell'elettrone,  che  deve  essere  ugua- 
gliata, secondo  Einstein  e  Bohk,  alla  frequenza  moltiplicata  per 
la  costante  energetica  geneiale  h  :  otteniamo  allora  la  frequenza 
appunto  sotto  la  forma  di  Rydberg.  Confrontando  le  costanti 
teoriche  con  quelle  sperimentali  si  arriva  a  costruire  il  modello 
atomico  dell'elio,  del  parelio  e  del  litio. 

Per  giungere  poi  nlla  forma  sperimentale  del  Rrrz,  l'Autore 
suppone  dapprima  una  perfetta  simmetria  radiale  nell'atomo, 
cioè  gli  elettroni  costituenti  giranti  in  circonferenze  complanari 
attorno  al  nucleo  e  l'elettrone  serie  nello  stesso  piano  fuori  delle 
orbite  dei  primi.  Con  integrazioni  nel  campo  complesso,  analoghe 
alle  precedenti,  si  ottiene  la  forma  del  RiTZ  e,  per  confronto 
colle  costanti  della  serie  del  sodio,  se  ne  può  costruire  un  mo- 
dello atomico  piano.  Ma  anche  per  il  sodio  si  dimostra  più  rispon- 
dente alle  condizioni  reali  un  modello  spaziale  con  simmetria 
sferica.  9-  <?•  "• 
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r.  Severi  :  Vorlesungen  ilher  algehraische  Geometrie  (^Geometrie  auf 
einer  Kurve-Biemonnsche  Flaclien-Abelsche  Integrale).  Versione 
tedesca  dì  E.  Loffler  con  prefazione  di  A.  Brill  [B.  G. 
Teiibner,  Leipzig-Berlin  1921]- 1  voi.  in  8°  di  pp.  XV -1-408 
con  20  ligure. 

In  queste  Vorlesiingen  VA.  ci  ripresenta,  nelP  accurata  veste 
tenbneriana,  e  con  piti  largo  ed  elaborato  disegno,  le  sue  Lezioni 
di  Geometria  algebrica.,  cosi  favorevolmente  note  al  pubblico  degli 
studiosi.  L'edizione,  preparata  per  il  settembre  1914,  e  sospesa  a 
causa  della  guerra,  vede  la  luce  con  un  forte  ritardo,  di  cui  l'A. 
ha  approfittato  per  arricchirla  di  un'Appendice,  dedicata  a  que- 
stioni fondamentali  di  alta  portata.  Il  traduttore  ha  fatto  opera 
precisa  ed  intelligente,  ed  ha  aggiunto  di  proprio  qualche  breve 
chiarimento  di  carattere  prevalentemente  linguistico. 

Col  nome  di  Geometria  algebrica  si  suol  designare  quella  di- 
sciplina che  ha  per  oggetto  lo  studio  degli  enti  algebrici  (curve, 
superficie,  varietà,  corrispondenze,  ecc.)  in  senso  invarianti vo  per 
trasformazioni  hirazionali.  Poiché  queste  sono,  nel  campo  analitico, 
le  trasformazioni  biunivoche  piìi  generali  che  conservano  Talge- 
bricità  dell'ente,  esso  vien  così  collocato  nel  suo  ambiente  piìi 
naturale,  sorpassando  concezioni  più  restrittive  e  men  feconde, 
a  cui  la  subordinazione  conferisce  pur  tuttavia  nuovo  e  vigoroso 
impulso.  L'insieme  delle  proprietà  che  in  tal  senso  spettano  a  un 
determinato  ente  algebrico  (definito,  s'intende,  a  meno  di  trasfor- 
mazioni birazionali)  costituisce  la  Geometria  sull'ente  (geometria 
sopra  una  curva,  sopra  una  sui)erficie,  ecc.). 

Nel  caso  delle  curve  (o  piiì  in  generale  degli  enti  algebrici 
semplicemente  infiniti)  le  proprietà  predette  sono  essenzialmente 
collegate  alla  considerazione  delle  funzioni  razionali  del  punto  ivi 
variabile,  o  dei  loro  equivalenti  geometrici,  cioè  delle  serie  lineari 
di  gruppi  di  punti  (o  piìi  in  generale  di  elementi). 

La  teoria  delle  serie  lineari   culmina  in   alcune   proposizioni 
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classiclie,  fra  le  quali  einerfi;e  un  celebre  teorema  di  Riemann 
completato  da  un'osservazione  di  UoCH.  Ad  esso  si  i)uò  pervenire 
])('r  diverse  vie  maestre,  collegate  ad  altrettanti  indirizzi  ben 
caratterizzati,  che,  nello  stato  attuale  della  scienza,  posson  così 
classiflcarsi  : 

«I  U  indirizzo  funzionale  di  Kiemann  del  quale  lo  strumento 
fecondo  son  gl'integi'ali  delie  funzioni  razionali  i)redette  {inte- 
grali abelianiì. 

hi  U indirizzo  alfiebrico-geometrico.  In  esso  si  se<>"u alano  tre 
coi-renti,  cioè  i  risultati  predetti  posson  rag:giunj>ersi  per  tre  vie 
principali  : 

1)  la  via  di  Brill  e  Nother,  die  poggia  sopra  un  teorema 
di  carattere  algebrico,  del  !Nother,  noto  sotto  il  nome  di  teorema 
Af-hB:p', 

2)  la  via  (COSÌ  detta  iperspaziale)  di  Castelnuovo  e  Segre 
che  s'impernia  sostanzialmente  sopra  una  foi'inula  nnmerativa 
dello  Schubert  ; 

3)  la  via  di  Severi,  clie  si  riattacca  ad  una  defluizione  di 
Weierstrass  e  in  parte  al  metodo  di  Brill  e  Notiier,  evitando 
però  il  teorema  Af-h^B-^. 

e)  Jj^ indirizzo  algebrico-aritmetico  di  Kromecker,  DedekijS'd, 
Weber  e  della  loro  scuola. 

11  trattato  di  Sederi  è  dedicato  iirincipalmente  ai  due  primi 
indirizzi,  seguendo  nel  secondo  la  via  di  Brill  e  Nòther  oppor- 
tunamente semplificata  in  base  ai  risultati  delle  rieercbe  più 
recenti  (\i.  La  trattazione  algebrico-geometrica  precede  quella 
funzionale,  e  ciascuna  di  esse  può  a  sua  volta  suddiversi  in  due 
parti  :  teoria  delle  serie  lineari  e  teoria  delle  corrispondenze  per  la 
prima,  superfìcie  di  Riemann  e  integrali  abeliani  per  la  seconda. 

Poiché  l'A.  presuppone  nel  lettore  conoscenze  limitate  ai 
])rimi  elementi  della  teoria  delle  curve  piane  e  della  geometria 
iperspaziale,  la  teoria  delle  serie  lineari  è  ]>receduta  dalla  tratta- 
zione di  argomenti  fondamentali,  cioè  da  una  specie  di  introdu- 
zione generale  a  tutto  il  libro,  clic  culmina  nella  riduzione  delle 
singolarità  di  una  curva  per  trasformazioni  birazionali,  fondniuento 
d'ogni  trattazione  geometrica 'invariantiva. 

Dopo  ciò  l'A.  espone  la  teoria  delle  serie  lineari  nell'indi- 
rizzo algebrico-geometrico,  valendosi  di  eleganti  e  sostanziali 
semplificazioni    dell' Enriques    e    di    una    proi)ria    dimostrazione 

(')  Escluse  le  [nh  notevoli  e  luillauti  seinplitieazioiii  apportatevi  lìall'A. 
col  proprio  metodo  sopra  citato,  perchè  posteriori  aUa  composizione  defi- 
iiitivii  del   libro  (maggio  1920). 
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del  teorema  Af-\-Bf.  Segue  la  teoria  delle  trasformazioni  bira- 
zionali  di  una  curva  in  sé  con  particolare  riguardo  all'impor- 
tante questione  dei  moduli  :  indi  la  teoria  delle  corrispondenze 
algebriche  fra  curve,  che  l'A.  svilui)j)a  in  gran  parte  con  metodo 
l)roprio,  corredandola  di  importanti  applicazioni. 

Eicordate  le  proprietà  fondamentali  delle  funzioni  algebriche 
d'una  variabile  nel  campo  coiMplesso,  l'A.  introduce  il  concetto 
di  superficie  di  Riemann,  valendosi  d'una  costruzione  di  Lììkoth- 
Clbbsch  completata  da  Bertint,  e  ne  fa  importanti  applicazioni 
a  questioni  di  realtà:  indi  espone,  secondo  l'indirizzo  classico  ma 
con  notevoli  semplificazioni  ispirate  a  concetti  geometrici,  la 
teoria  degl'integrali  abeliani.  È  particolarmente  degno  di  nota 
un  Capitolo  sugl'integrali  riducibili,  che  raccoglie  importanti  ed 
elevati  contributi  recenti,  taluni  dei  quali  hanno  la  loro  appli- 
cazione in  questioni  fondamentali  per  la  teoria  delle  superficie 
algebriche. 

Infine  V  Appeìidice  è  dedicata  a  problemi  elevati  inerenti  alla 
classificazione  dellecurve  algebriche  e  a  questioni  d'esistenza: 
il  teorema  d'esistenza  di  Riemann,  notoriamente  collegato  nella 
trattazione  analitica  alla  soluzione  del  problema  di  Dirichlet 
sulla  riemanniana,  vi  è  per  la  prima  volta  stabilito  con  mezzi 
nlgebrico-geometrici,  cioè  per  la  via  piìi  adeguata  alla  natura 
del  risultato  (^). 

L'esposizione  è  chiara,  suggestiva  ed  attraente:  numerosi, 
eleganti  ed  istruttivi  gli  esempi  e  le  appli(;azioni  particolari: 
opportunissimi  i  commenti  storico-bibliografici. 

Raccomandare  quest'opera  ai  nostri  studiosi  ci  sembra  su- 
perfluo, tanto  parlano  in  suo  favore  la  notorietà  della  j)recedente 
edizione  italiana,  e  la  chiara  fama  dell'Autore.  Sarà  lecito  leg- 
gervi una  promessa,  o  quanto  meno  esprimere  l'augurio  ch'essa 
segni  l'inizio  dello  sviluppo  <li  un  piti  vasto  ])rogramma?  Questo, 
augurio  crediamo  risponda  ad  un  desiderio  della  gioventù  stu- 
diosa, ed  alla  situazione  presente  della  Geometria  italiana,  che, 
dopo  la  rigogliosa  fioritura  dell'ultimo  trentennio,  sta  forse  per 
avviarsi  verso  una  fase  altrettanto  feconda  di  raccoglimento. 
La  geometria  sojrra  una  superficie  algebrica,  titolo  di  gloria  della 
scuola  italiana,  attende  ancora  dalla  mano  d'  uno  dei  nostri 
Maestri    il    suo    grande    trattato  :    opera    quanto    mai    ardua,    ma 

(i)  L'iiulole  (li  questa  rassegna  non  ci  consente  di  trattenerci  di  i)iù 
sui  temi  trattati,  con  vedute  e  metodi  quasi  del  tutto  nuovi,  nell'Appen- 
dice: rinviamo  perciò  il  lettore  desideroso  di  maggiori  indicazioni  ad  una 
mostra  recente  e  più  approfondita  analisi  {Bull,  des  Se.  Matlt.,  janvier,  1922). 
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oserei  dire  patriotticamente  doverosa.  Nutrite  dal  succo  di  quel 
tronco  vigoroso,  altre  opere  minori,  corrispondenti  a  vasi  e  rami- 
ficazioni, potranno  iunestarvisi  e  pi'osperare  :  citiamo,  tra  nltre, 
la  teoria  delle  superficie  razionali  e  quella  delle  superficie  iperel- 
1  ittiche  (inclusa  nel  più  vasto  quadro  delle  funzioni  abeliane) 
<*iascuna  delle  quali  ha  nel  nostro  paese  una  storia  gloriosa.  Sarà 
quest'ultimo  un  compito  per  la  più  giovane  genernzione?  Sia 
lecito  ad  un  suo  modesto  rappresentante  di  dichiarare  che  ad 
essa  non  manca  né  la  buona  volontà,  ne  l'entusiasmo. 

a.  e. 

G.  Oastelnuovo  :  Sulla  teoria   della   relatività.   (In  Elettrotecnica, 
anno  IX,  n\  19). 

Sono  due  conferenze  tenute  alla  Sezione  dell'Associazione 
elettrotecnica  di  Roma  :  una  tratta  dei  fondamenti  della,  teoiia 
ristretta  della  relatività,  l'altra  della  relatività  generale.  Fra 
tanti  scritti  e  discorsi  di  carattere  divulgativo  su  questo  argo- 
mento, esse  meritano  speciale  menzione  per  la  chiara  fornui  delle 
immagini  illustrative.  p.  h. 

H.  ViLLAT  :  A2)ergus  théoriques  sur  la  résistanee  des  fluidcs.  {Scientia, 

n\  38). 

Premessi  alcuni  teoremi  classici  intorno  alla  teoria  dei  fluidi, 
considerati  come  corpi  continui,  ed  esposta  la  soluzione  del  pro- 
blema di  DiRiOHLET  nel  cerchio  e  nella  corona  circolare,  come 
l'A.  stesso  la  diede  nel  1912  in  una  Memoria  del  Gire.  Mat.  di 
Palermo,  viene  discusso  il  noto  paradosso  di  D'Alembert  (resi- 
stenza nulla,  da  i)arte  del  fluido  ambiente,  sul  corpo  mobile)  esteso 
in  vario  senso  da  Oisotti  e  da  Brillouin.  Per  togliere  questo 
paradosso,  rimanendo  nell'ipotesi  del  moto  irrotazionale,  bisogna 
amnìettere  la  formazione  d'una  scia  di  lunghezza  infinita.  L'A. 
tratta  allora  in  due  dimensioni  il  problema  dello  scia,  secondo 
il  metodo  ormai  classico  di  Levi-Civita,  e  ne  ritrova  la  solu- 
zione generale  nel  caso  del  fluido  occupante  l'influito  piano. 
Discute  1'  accettabilità  di  cotesta  soluzione  quando  il  profilo  del 
corpo  (ostacolo)  presenta  dei  punti  angolosi  ;  riassumendo  così 
con  sufficienti  particolari  i  suoi  propri  studi  sull'argomento.  Con- 
sidera poi  il  problema  più  comi>les30  del  movimento  d'un  solido- 
in  un  canale;  dapprima  in  qualche  caso  particolare  e  indi  nel 
caso  generale  delle  pareti  e  del  profilo  di  forma  qualunqiie,  espo- 
nendo le  ricerche  proprie  e  del  Cisottt.  Difficoltà  maggiori  pre- 
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senta  il  problema  nel  caso  che  il  fluido  sia  limitato  da  una  sola 
parete  fissa.  Ma  anche  questo  è  felicemente  risoluto  dall' A. 

Questa  teoria,  benché  non  traduca  esattamente  il  fenomeno 
fisico,  dà  bene  spesso  dei  risaltati  conformi  all'esperienza.  Ma 
presenta  una  seria  difficoltà,  che  l'A.  pose  in  evidenza  fin  dal  1914. 
La  soluzione  che  offre  la  teoria  in  discorso  non  è  unica  in  ogni 
caso;  possono  esisterne  infinite.  L' A.  lo  dimostra  con  un  esempio. 
La  scelta  della  soluzione  migliore  dal  punto  di  vista  fisico  è  una 
questione  ancora  da  risolvere. 

Questi  Apergus  e  i  due  pregevoli  volumi  del  Oisotti  Idrodi- 
namica piana,  si  illustrano  e  si  completano  a  videnda.  |>.  6. 

Umberto  Eicci:  Il  fallimento  della  politica  annonaria.  Un  volume 
di  pag.  VIII-491.  Società  editrice  «  La  Voce  »,  Firenze,  1921. 

Il  volume  è  diviso  in  sei  j^arti,  e,  come  è  facile  arguire  dallo 
stesso  titolo,  contiene  una  critica  piuttosto  vivace  della  politica 
seguita  in  Italia,  durante  la  guerra  e  nei  primi  anni  della  pace, 
in  materia  di  approvvigionamenti  e  consumi  alimentari. 

Sotto  l'aspetto  matematico  interessa  la  prima  parte  del  vo- 
lume (pagg.  1-100),  la  quale  può  considerarsi  uno  studio  per  sé 
stante  e  di  essa  ci  limiteremo  a  render  conto. 

Questa  prima  parte  s'intitola:  L^ aumento  generale  dei  prezzi 
e  tratta  delie  varie  questioni  connesse  con  la  misura  dell'aumento, 
le  cause  dell'aumento,  gli  effetti  dell'aumento. 

Vi  si  fa  largo  uso  dei  numeri  indici  e  si  illustrano  i  princi- 
pali sistemi  di  numeri  indici  adottati  dagli  statistici  per  misurare 
il  livello  generale  dei  prezzi,  il  quale,  come  è  noto,  varia  in  ragione 
inversa  al  valore  o  potere  di  acquisto  della  moneta. 

In  altre  parole,  cliiamati  ttq  r=:  100,  Kj  , ...  re,. , ...  tc,,  i  numeri  indici 
dei  livelli  dei  prezzi  nel  momento  iniziale  0,  e  nei  momenti  suc- 
cessivi 1,  2, ...  r, ...  M  (numeri  indici  tutti  riferiti  al  termine  fisso  ti,,), 
e  chiamati  pi,,  =  100,  {Xi,...|ì,^,...[ji„  i  numeri  indici  dei  corrispondenti 
valori  della  moneta,  si  deve  avere: 

100»  100» 

|Jt,.  =  — 1        lAa=  

7r,.         ^  TI,, 

da  cui  : 

Se  nell'intervallo  di  tempo  da  ìi  a  r  il  livello  generale  dei 
prezzi  Ila  variato  della  percentuale 

e^ioo^^i^^^:!^' 
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la  corris])ondente  variazione  percentasile  del  valore  della  moneta 

è: 

11,,  —  fi,.  TT,.  —  TT,,  100; 


[j,,  TT,.  100-+- e' 

Cosicché,  calcolati,  (!Oii  l'aiuto  di  particolari  a(!Corgimenti 
statistici,  i  livelli  7r,,...7r„,  si  lia  una  niauiera  facile  per  dedurne 
la  variazione  avvenuta  nel  valore  della  moneta. 

L'A.  dimostra  che  l'aumento  del  livello  generale  dei  prezzi 
(ossia  la  diminuzione  del  valore  della  moneta)  in  Italia  dipese 
non  dall'avidità  dei  neo;ozianti,  come  generalmente  si  crede,  ma 
dall'aumento  della  circolazione  cartacea.  Posti  nguali  a  100  i 
dati  del  1"  semestre  1914,  l'A.  calcola  due  serie  di  numeri  indici, 
una  per  il  livello  generale  dei  prezzi,  l'altra  per  l'ammontare 
della  circolazione  cartacea,  e  traduce  poi  in  due  curve  le  due 
serie  statistiche.  Le  due  curve  corrono  vicine  e  s'intrecciano  per 
tutto  il  periodo  considerato;  l'unico  distacco  sensibile  si  avverte 
nel  periodo  che  succede  all'armistizio,  ma  già  nel  marzo  1920 
le  curve  tornano  a  intersecarsi. 

Tuttavia  l'A.,  per  arrivare  alla  conclusione  anzidetta,  doveva 
accertarsi  che  non  fosse  cresciuta  la  quantità  complessiva  delle 
merci  scambiate  in  Italia,  e  a  tal  fine  ha  escogitato  un  indice  dd 
movimento  degli  a  fari,  che,  sebbene  limitato  e  parziale,  costituisce 
il  primo  tentativo  di  sirail  genere  attuato  in  Italia.  Converrà 
quindi  darne  un  cenno. 

I.  L'A.  comincia  col  calcolarsi  un  indice  della  produzione  agraria, 
che,  in  un  paese  come  il  nostro,  offre,  con  le  sue  variazioni,  un 
elemento  di  significato  notevole  per  giudicare  della  prosperità 
della  nazione.  Prese  dunque  le  quantità  metriche  dei  venti  ^rm- 
ct|)aZij>ro<?o«i  dell'agricoltura  italiana  negli  anni  dal  1911  al  1919, 
egli  ha  calcolato  l'indice  ponderato  della  produzione  di  ciascun  anno 
dal  1914  al  1919,  assumendo  come  termine  fisso  di  rafronto  (=100j  la 
produzione  media  aritmetica  del  triennio  1911-1913,  e  come  peso 
costante  il  prezzo  medio  dell'anno  1916. 

In  altre  parole,  chiamando  a/3,  a^,  «j—  ^^  produzioni  rispetti- 
vamente ottenute  da  una  determinata  cultura  (frumento)  nella 
media  del  triennio  1911-1913,  nell'anno  1914,  nel  1915...  e  analo- 
gamente 6(),  ^1,  &2...  le  produzioni  ottenute  da  un'altra  coltura 
(segale),  e  cosi  via;  e  chianuuido  p„,  pt,,  p^...  i  prezzi  medi  dei 
singoli  prodotti  (frumento,  segale,  ecc.)  in  un  anno  centrale  o 
mediano,  l'indice  della  produzione  agraria  del  1914  diventa: 

l..  =  100 7 ■ — =  100  ^— - . 
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GP indici  così  ricavati  possono  vedersi  nella  2*^  colonna  della 
tabellina  qui  sotto  rii^rodotta. 

II.  Analogamente  l'A.  ha  proceduto  a  calcolare  una  serie  di 
indici  ponderati  della  produzione  mineraria  italiana.  GF  indici  si 
vedono  nella  3"  colonna  della  tabellina. 

III.  L'A.  ha  poi  calcolati  gl'indici  del  movimento  commerciale 
con  l'estero  adattando  opportunamente  il  metodo  De  Foville- 
Benini.  e  cioè  ha  diviso  il  valore  provvisorio  V'ci  del  movimento 
commerciale  di  un  anno,  per  il  valore  definitivo  Va  del  movi- 
mento commerciale  deW  anno  precedente. 

In  altre  parole,  chiamate  aj,  a^,  73...  le  quantità  di  una  certa 
merce  (A)  importate  in  Italia  durante  gli  anni  1,  2,  3,...  e  aj,  r^,  Rg,... 
le  quantità,  della  medesima  merce  (A)  esportate  dall'Italia  durante 
gli  anni  1,  2,  3;  chiamati  infine  Py^,  p^^^i  P-x:ì  i  rispettivi  valori 
d'importazione  e  ^an  p&«i  p&z  i  rispettivi  valori  di  esportazione, 
l'indice  del  [volume  del]  movimento  commerciale  con  l'estero 
nell'anno  2  espresso  in  termini  del  [volume  del]  movimento 
commerciale  con  l'estero  nell'anno  1  diventa: 


'Ci 


^-%P'^i-^hV^,  ^ 


asinai  -+-  \P)>v 


li>xl  +  ^^,Po 


all'ai  -+-  bii^bi 


Questi  numeri  indici  vengono  i30i  riportati  alla  comune  mi- 
sura dell'anno  medio  del  triennio  1911-1913  e  si  ottengono  cosi  i 
numeri  che  figurano  nella  4^  colonna  della  tabellina. 

IV.  Infine  l'A.  procede  a  calcolare  una  media  ponderata  dei 
tre  indici  ponderati,  e  ottiene  così  i  numeri  che  figurano  nell'ul- 
tima colonna  della  tabellina. 

Indici  del  movimento  degli  affari  in  Italia 

(100  =  media  annua  del  trieimio  1911-1913) 


Produzione 

Produzione 

Commercio 

In 

Anno 

agricola 

mineraria 

con  l'estero 

complesso 

1914 

95 

106 

85 

90 

]915 

84 

101 

92 

88 

J916 

88 

108 

98 

93 

1917 

93 

112 

86 

90 

1918 

86 

118 

82 

85 

1919 

82 

82 

92 

87 

Media 

88 

105 

89 

89 

Questo  indice  del  movimento  degli  affari  (colonna  5)   abbraccia 
rtanto   la   parte   essenziale    della  produzione   nazionale    di  materie 
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]}riine  (coloune  2  e  3)  quanto  il  movimento  commerciale  coni' estero,. 
cosiccbò  costituisce  uii  indice  di  ampio  significato.  Non  riassume 
tutto  il  movimento  degli  affari,  ma  ne  condensa  una  gran  parte. 
Ci  avverte  che  il  volume  della  produzione  di  materie  prime  e  del 
commercio  con  l'estero  durante  il  periodo  1914-1919  lia  raggiunto, 
in  media,  in  Italia,  i  nove  decimi  del  volume  anteriore  allo  scoppio 
della  guerra  in  Europa.  E  consente  di  afferuìare  che  l'aumento 
generale  dei  prezzi  fu  provocato  indubbiamente  e  fondamental- 
mente dal  moltiplicarsi  dei  biglietti  in  circolazione  e  probabil- 
mente aggravato  da  una  certa  diminuzione  nella  quantità  delle 
merci. 

È  ancora  degna  di  nota  l'appendice  al  capitolo  terzo  della 
prima  parte  del  volume.  Essa  contiene  varie  formule  relative  a 
un  numero  indice  dei  consumi,  o  del  reddito  reale.  a-  &► 


CORRISPONDENZA 

4.  È  noto  che  dalle  cositlette  relazioni  di  monogeneità 

'(1)  w^'  =  vj,     u,/  =  —  v^^', 

segue  che  le  w,  v  posseggono  tutte  le  derivate.  Ciò  si  dimostra 
(con  ipotesi  assai  late  sulle  u,  v  e  loro  derivate)  mediante  la  for- 
mula di  Caucht,  classica  nella  teoria  delle  finizioni  di  variabile 
complessa.  Ora  questa  formola  ricorre  a  integrali  ;  e,  appena  si 
pensi  che  un  integrale  si  può  considerare  come  limite  di  una 
somma,  è  evidente  che  tale  procedimento  è  applicabile  soltanto 
perchè  le  (1)  formano  un  sistema  lineare  di  equazioni.  Ora,  sia 
per  l'importanza  del  teorema  in  discorso,  sia  per  lo  studio  di 
altri  casi  analoghi,  che  si  possono  presentare  in  altre  ricerche, 
mi  pare  desiderabile  il  possedere  una  dimostrazione  diretta  del 
teorema  citato,  che  non  ponga  a  base  della  trattazione  la  linea- 
rità delle  (1),  e  che  sia  applicabile  p.  es.  alle  : 

=  v,. 


Vi -+- w  '*  H- at '*         ""      V] 


uJ 


■di   cui  è  evidente  il  legame  con  la  teoria  delle  superficie  ad  area 
minima  i ').  g.  f. 

5.  Un  gruppo  finito  discontinuo  ha  tra  i  suoi  caratteri  un 
intero,  che  non  mi  sembra  finora  osservato  :  il  numero  minimo  N' 
■di  sottogruppi  ciclici,  tra  cui  si  possono  distribuire  le  sue  ope- 
razioni. Questo  numero  N  vale  naturalmente  1  per  i  gruppi  ciclici. 
Non  vi  è  nessun  gruppo^  per   cui  N:=2.   Se   infatti   le   operazioni 

(')  la  questo  ordine  di  ricerche,  che  dall'esistenza  di  alcune  derivate 
vogliono  dedurre  l'esistenza  di  altre,  cfr,  la  Nota:  Fdbini,  Derivate  sue- 
•cessive  di  una  funzione  di  jjiìi  variabili.  Rend.  della  R.  Accad.  dei  Lincei, 
1913,  voi.  21,  ser.  5%  2"  seni.,  pag.  595. 
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(anche  non  tutte  distinte) 

(a)  '    1  =  A\  A,  A\  A\...,  ^"-1 

(v  1  =  B'>,  B,  B\  B\...,  B"^-'        (con  A"  =  B"'  =  1] 

esjuiiissero  le  operazioni  del  gruppo,  ullora  anclie  A~^B  sai'ebbe 
un'operazione  del  gruppo,  cioè  del  tÌY)0  A''  oppure  B\  Nel  primo 
caso  B  sarebbe  una  .potenza  di  A,  nel  secondo  A  nua  i)otenza 
di  B.  Perciò  nno  dei  sottogrupi)i  (a),  Q)  sarebbe  contenuto  nel- 
l'altro. E  quindi  N=l.  Se  invece  iV=3.  ei  sottogruppi  (a),  f.5)e 

(y)  1  =  6™,  C,  C",...,  €>'-'  (0''  =  1) 

esauriscono  le  operazioni  del  gruppo,  allora,  come  sopra,  si  vede 
che  AB  e  B~^A  non  ijossono  essere  uè  potenza  di  A,  né  i)oteuza 
di  B,  e  quindi  sono  potenza  di  C.  Perciò  A*  è  potenza  di  0. 
Permutando  A,  B,  C,  se  ne  deduce  facilmente  che  i  tre  sotto- 
gruppi elici  generati  da  A^^  o  da  -B*,  o  da  C  coincidono.  Sia 

tale  sottogruppo.  Allora  le  potenze  pari,,  e  non  quelle  dispari 
di  A,  B,  G  sono  anche  potenze  di  V  e  viceversa.  Così  AB  non 
])uò  essere  potenza  di  F,  perchè  altrimenti  A  B  sarebbe  anche 
potenza  di  B  ;  quindi  A  sarebbe  potenza  di  B,  e  infine  (a)  sa- 
rebbe contenuto  in  |i.  Sarà  dunque  AB  una  potenza  di  G,  cioè 
sarà  AB:=r'  G-^,  cioè  ABG  =  r'.  Viceversa  si  vede  subito  che 
(a),  (jS),  (y)  generano  un  gruppo  con  ^^=3,  se  A,  B,  C  ed  ABG 
sono  potenze  di  una  stessa  operazione  F,  e  se  nessuno  degli  a,  ,':5,  y 
è  contenuto  in  un  altro  (in  tal  caso  n  =  m=p=^2aì.  In  altre 
parole  (j)08to  F  =  1)  ognuno  dei  nostri  gruppi  è  meriedricamente 
isomorfo  col  gruppo  generato  da  tre  operazioni  A,  B,  C  legate  dalla 
A*  =  B*  =  C»  =  ABÒ  =  1. 

Questo  teorema  si  estende  con  analisi  piìi  laboriosa  al  caso 
N=:4r.  Si  domanda  se  è  possibile  assegnare  qualche  proprietà 
generale  del  numero  iV,  che  lo  colleghi  ad  altre  proprietà  dei 
gruppi  finiti  discontinui.  g.  f. 

6.  Segnaliamo  all'attenzione  dei  lettori  del  Bollettino  la  se- 
guente interessante  questione  pubblicata  nell'ultimo  fascicola 
déiV  American  Math.  Monthly. 

«  Si  chietle  una  soluzione  dell'equazione  funzionale 

j\w^)-[f{xy]*  =  2x. 
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7.  Sarebbe  desiderato  che  qualche  corrispondente  inviasse 
una  piccola  Nota  contenente  l'elenco  dei  vari  nìodi  in  cui  si  è 
presentato  fino  ad  ora  il  concetto  di  distanza  fra  due  funzioni 
(fra  due  punti  dello  spazio  funzionale)  <m1  un  confronto  critico 
delle  varie  definizioni  proposte.  «. 

8.  Dato  un  insieme  A,  liuiitato  e  chiuso,  di  punti  del  piano  (x,'y} 
e  definita  in  esso  una  funzione  -^(x,  y),   continua   insieme   con    la 

sua  derivata  parziale  r^,  è  possibile  di  definire  in  tutto  il  piano 

(o  in  un    quadrato  comprendente,   nel    suo   interno.  A)    una   fun- 
zione ^x,  yi  sempre  continua  insieme  con    la   sua   derivata    par- 

ziale  :—,  e  tale  che,  in  ^,  sia  sempre 

dx  ^  ' 

l.  u 

9.  Considerato  un  integi-ale 


I[y  x)'\  =\[f{x,  y(x),  y'{x)]dx, 


con  fix,  y,  y' ì  funzione  sempi-e  continua,  insieme  con  le  sue  deri- 
vate parziali  del  1"  ordine,  nel  campo  definito  dalle 

a  <.x  <.h,     —  '^  <i  y  -^  -h  r^,     —  co  <•;/'<<  -4-  oc, 

e  supposto  che,  per  una  data  ^u'ìpi,  assolutamente  continua  in  {a,  b), 
la  /[x,  y^ix),  y^'i^x)]  i-isulti  inteo-rnbile  in  (a,  fc),  è  possibile,  preso 
ad  arbitrio  in  s  >  0,  di  determinare  sempre  una  funzione  y(x), 
assolutamente  continim  in  (rt,  &),  e  tale  che: 

1°)  la  sua  derivata  y'(x]  —  considerata  solo  là  dove  esiste  — 
risulti  lijnitata  ; 

2*')  sia,  in  tutto  («,  6), 

I  Vo'^ì  —  y{^)  I  -"  £  ; 

3")  sia 

\I[y,{x)]~I[y(x)]\<t^. 

È  possibile,  inoltre,  di  imporre  alla  y\X]  di    soddisfare  anche 

alle  uguaglianze 

yja)  =  y(a),     y,(b)  =  y{bjì 
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Tesi  «li  laurea  e  di  abilitazione  (a  stampa)  della  R.  Università 
e  della  R.  Scuola  Normale  Superiore  Universitaria  di  Pisa. 

Eugenio  Giotti  :  Curve  di  genere  massimo,  di  dato  ordine  K, 
appartenente  ad  uno  spazio  S,..  (Fireu/e,  Ditta  Memori  e  C,  via  Ori- 
volo  28),  Tesi  di  laurea,  presentata  nel  dicembre  1920,  contenente 
una  trattazione  completa  dell' argomento  in  base  a  lavoii  noti, 
con  qnalcbe  variazione  e  generalizzazione. 

G.  B.  Pagella  :  Sopra  una  classe  infinita  di  superficie  razio- 
nali. Estratto  della  tesi  di  laurea  i)r.esentata  nel  luglio  1921,  stam- 
pata nel  voi.  XIV  degli  Annali  della  E.  Scuola  Normale.  Vi  si 
dimostra  l'esistenza  di  infinite  sni^erflcie  razionali,  generalizza- 
zione della  superficie  di  3"  ordine  e  delle  superficie  di  4"  ordine 
con  una  conica  doppia. 

Enea  Bortolotti  :  I  sistemi  di  Darbonx  alle  derivate  parziali. 
Tesi  di  abilitazione  presentata  alla  E.  Scuola  Normale  di  Pisa 
il  febbraio  1922  e  stampata  negli  Annali  della  Scuola,  voi.  XIV, 
(125  pagine).  È  uno  studio  accurato  e  completo  di  quei  sistemi 
alle  derivate  parziali,  così  importanti  per  l'analisi  e  per  le  appli- 
cazioni alla  geometria  infinitesimale,  a  cui  Darboux  ha  dedicato 
un  capitolo  nella  seconda  edizione  (1910)  delle  Legons  sur  les 
systèmes  orthogonaux.  I  teoremi  di  esistenza  ed  unicità  degli  inte- 
grali, dimostrati  dal  Dai'boux  solo  in  casi  particolari,  vengono 
qui  stabiliti  in  generale  e  resi  precisi  e  completi.  Si  considerano 
poi  anche  altri  sistemi  più  generali  equivalenti  a  sistemi  di 
Darboux. 

LuKìi  Fantappiè  :  Le  forme  decomponibili  coordinate  alle  classi 
di  ideali  nei  corpi  algebrici.  Teaì  di  laurea  presentata  nel  luglio  1922 
ed  accolta  ])er  la  stampa  negli  Annali  della  E.  Scuola  Normale. 
È  uno  studio  originale  del  gruppo  automorfo  per  le  dette  forme 
fondato  sulla  determinazione  esatta  dell'indice  cbe  presenta  in 
questo  grup])o  totale  il  sottogrupjìo  individuato  dalle  unità  nel 
corpo.  Vi  si  inconli-ano  anche  semi)li<'i  ed  interessanti  osserva- 
zioni sul  gi'upi)o  di  (ralois  per  l'equazione  fondamentale. 
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Istituto    Matematico    della    R.    Università    di    Bologna.    — 

L' Istituto  Matematico  costituitosi  nel  1921,  con  regolamento 
approvato  dal  Ministero  della  P.  I,  allo  scoilo  di  promuovere 
studi  e  ricerche  matematiche  e  di  diffondere  la  cultura  matema- 
tica, ha  nello  scorso  anno  accademico,  sotto  la  direzione  del 
prof.  S.  PiNCHERLE,  ripresa  l'attività  che  nell'anteguerra  veniva 
svolta  dal  cessato  Seminario  Matematico. 

Nel  corso  dell'anno  furono  tenute  le  seguenti  conferenze: 

]  )  Sulle  serie  della  forma  'Lcjx — aJ.Jx—a,,)  e  V. , —^, , 

'  ''  n  0     \         ni     .LJix-a^)...(x-  a„i^ 

conferenza  del  dott.  G.  Belaedinelli  ; 

2)  La  definizione  di  numero,  rassegna  storica  e  classificazione 
delle  varie  definizioni  fatta  dal  prof.  E.  Bortolotti  ; 

3)  L'equazione  di  Riccati  nel  suo  sviluppo  storico,  conferenza 
della  dott.*  A.  Gibertini  ; 

4)  La  storia  dei  logaritmi  fino  ad  Eulero,  due  conferenze  del 
dott.  A.  Agostini  ; 

5)  I  metodi  della  geometria  moderna,  conferenza  del  profes- 
sore O.  CHismi  ; 

6j  I  fondamenti  matematici  della  teoria  della  relatività,  due 
conferenze  del  prof.  L.  Donati  ; 

7)  Il  fenomeno  della  goccia  nera  e  V  astigmatismo,  conferenza 
del  prof.  G.  Horn  D'Arturo; 

8)  I  principi  degli  indivisibili  di  Cavalieri  e  i  paradossi  di 
Torricelli,  conferenza  del  prof.  E.  Bortolotti  ; 

9)  Le  'proprietà  della  geometria  differenziale  che  servono  alla 
costruzione  delle  carte  geografiche,  due  conferenze  del  dott.  Enea 
Bortolotti. 

Le  conferenze,  frequentate  sia  da  studenti  e  professori  che 
da  cultori  delle  matematiche,  diedero  spesso  luogo  a  interessanti 
discussioni  di  indole  teorica  e  didattica,  dimostranti  e  l'interesse 
degli  uditori  e  la  utilità  dell'Istituto.  È  confortante  il  fatto  che 
consimili  Istituti  sorgono  in  parecchie  delle  nostre  Università, 
ed  è  pertanto  da  augurarsi  che  possano  venire  in  possesso  dei 
mezzi  necessari  ad  adempiere  gli  scopi  che  essi  si  propongono. 


Onoranze  al  prof.  Francesco  Flores  D'  Arcais  nel  60"  anno  del  sno  inse- 
gnamento. —  Domenica  26  novembre  nell'Aula  Magna  della  R.  Università 
di  Padova  i  professori  e  gli  studenti  delbi  Facoltà  di  Scienze  hanno  festeg- 
giato il  50°  anno  d'insegnamento  del  prof,  marchese  comm.  Francesco 
Flores  D' Arcais,  l'analista  egregio  che  per  lungo  tempo  —  dal  1878  — 
senza  interruzione,  tiene  la  cattedra  di  analisi  infinitesimale. 

Facevano  corona  al  Maestro  il  Magniflco  Rettore  prof.  Lucatello,  attor- 
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uiato  dai  Presidi  delle  vaiie  Facoltà  e  da  minierosi  iìise^nanti  dell' Uni- 
versità Patavina,  assieme  ad  una  folta  schiera  di  giovani;  fra  il  pubblico 
nuiùerosissinio  ed  eletto,  una  numerosa  rappresentanza  di  antichi  scolari, 
gli  allievi  del  corso,  gli  allievi  ingegneri. 

Dopo  che  il  Magnifico  Rettore  ebbe  portata  l'adesione  di  insigni  Corpi 
scientifici,  tra  cui  la  Facoltà  di  Scienze  e  la  R.  Accademia  dell' Istituto  di 
Bologna,  nonché  di  personalità  distinte  della  scienza  e  della  tecnica,  di 
memori  allievi,  e  dopo  aver  recato  il  saluto  augurale  dell'Università  tutta, 
il  Preside  prof.  comm.  Soler  disse  della  carriera  didattica  del  D'Arcais 
iniziata  a  Pisa  nel  1872,  delle  sue  notevoli  pubblicazioni  scientifiche,  della 
sua  grande  solerzia  nell'insegnamento;  consegnò  quindi  una  medaglia 
d'oro,  la  (juale  da  un  lato  porta  l'efìfige  del  Maestro  e  dall'altra  la  scritta: 
«  A  Francesco  D'Arcais  nel  50"  anno  del  suo  insegnameuto  -  Colleghi  e 
Discepoli  -  Padova  1922  ». 

Un  applauso  caloroso  accompagnò  la  consegua  della  medaglia.  Indi 
il  dott.  Aliprandi  porse  al  prof.  D'Arcais  l'omaggio  devoto  e  riconoscente 
degli  Assistenti  Universitari,  lo  studente  Piccoli,  un  rappresentante  del 
Collegio  ed  uno  del  Sindacato  Allievi  Ingegneri  espressero  la  devota  rico- 
noscenza dei  nuovi  scolari  e  dei  tecnici  usciti  dalla  scuola  del  prof.  D'Arcais. 
Il»  nobile  gara  l'Accademia  di  Padova  e  l'Istituto  Veneto  vollero  recare 
al  Socio  autorevole  l'omaggio  ufìBciale:  il  ch.mo  prof.  Ricci-Curbastro  e  il 
prof.  Spica  si  resero  interpreti  del  sentimento  di  tutti  i  Soci  mentre  il 
Prefetto  comm.  Dezza  recava  allo  studioso  valoroso  e  modesto  l'omaggio 
del  Governo. 

Rispose  ringraziando  il  prof,  D'Arcais. 

E  noi  ci  uniamo  alle  espressioni  di  riconoscenza  dei  giovani,  alle 
parole  di  affetto  dei  Colleghi,  ed  auguriamo  al  valoroso  Maestro  che  sia 
conservato  a  lungo  alla  stima  degli  studiosi  e  alla  venerazione  dei  discepoli. 


Concorso  Nazionale  al  Premio  '■*  Cesare  ArzelJi ,,.  —  La  Classe  di  Scienze 
Fisiche  della  R.  Accademia  delle  Scienze  dell'Istituto  di  Bologna  bandisce 
il  1°  concorso  al  premio  quinquennale  «  Cesare  Arzelà  »  per  l'analisi  mate- 
matica, premio  fondato  per  testamento  dall'illustre  prof.  Cesare  Arzelà 
(e  che,  in  suo  onore,  al  nome  di  lui  s'intitola). 

L'ammontare  del  premio  (circa  lire  quattromila),  sarà  stabilito  di  volta 
in  volta  dall'Accademia  in  ragione  della  rendita  quinquennale  del  capi- 
tale legato  a  tale  scopo  dal  prof.  Ar/.elà. 

Il  premio  sarà  conferito  al  miglior  lavoro  fatto  da  un  giovane  laureato 
nelle  Università  italiane,  nel  primo  quinquennio  della  sua  laurea,  su  argo- 
uiento  di  analisi  matematica,  e  a  preferenza  sulla  teoria  delle  funzioni 
di  variabili  reali. 

La  scadenza  di  (juesto  primo  concorso  è  stabilita  al  31  dicembre  1923. 

I  lavori  che  verranno  presentati  per  il  concorso  non  dovranno  essere 
di  data  posteriore  di  pili  di  cinque  anni  a  quella  della  laurea  e  per  questo 
l»rimo  concorso  viene  calcolato  il  quiiu]uennio  a  partire  dal  1°  gennaio 
dell'anno  1919. 


I 
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L'ing.  Ottoiiino  Pomini,  libero  docente  di  meccanica  applicata  alle 
macelline  presso  il  il.  Politecnico  di  Torino,  ha  versato  alla  Unione  Mate- 
matica Italiana  la  somma  di  Lire  it.  JO.OOO,  clie  egli  lia  destinato  al  finan- 
ziamento della  nostra  Società. 

La  generosji  offerta  è  accompagnata  da  una  nobilissima  lettera,  con 
la  quale  il  prof.  Pomini  dichiara  di  voler  propugnare,  fra  gli  industriali 
ed  i  tecnici,  un  più  efficace  e  fattivo  interessaménto  a  prò  dell'alta  coltura 

scientifica,  «  affinchè  sia   promosso  —  con   tutte   le  forze  —  un   allac- 

«  ciamento  intimo  fra  scienza  pura  ed  applicazioni,  onde  tutti  godano  i 
«  frutti  di  tale  ferace  connubio  ». 

La  somma  totale  di  Lire  it.  10.000  è  stata  depositata  presso  l'Econo- 
mato della  R.  Università  di  Bologna,  dove  sarà  tenuta  a  disposizione  del- 
l'amministrazione che  risulterà  dalle  prossime  elezioni,  perchè  ne  usi, 
secondo  le  norme  statutarie,  nei  modi  più  conformi  agli  scopi  della  Unione 
Matematica . 

Segnaliamo  ai  soci  della  U.  M.  I  questo  atto  di  illuminato  mecena- 
tismo, ed  esprimiamo  all'egregio  donatore  i  sensi  della  gratitudine  del 
nostro  sodalizio. 


Il  Comitato  di  redazione  del  Bollettino  dell' U.  M.  I.  rivolge  viva 
preghiera  ai  Soci  appartenenti  ad  Università  ed  Istituti  Superiori,  perchè 
vogliano  inviare  alla  redazione  stessa: 

1°  I  programmi,  alquanto  particolareggiati,  dei  corsi  complementari 
e  superiori  che  essi  tengono  nell'Istituto  etesso. 

2°  L'indicazione  della  tesi  di  Laurea  presentate,  e  per  le  migliori, 
un  brevissimo  cenno  del  contenuto. 

3°  L'indicazione  delle  conferenze  di  Seminario  e  dell'attività  del- 
l'Istituto Matematico,  qualora  essa  esista  nell'Università  o  Scuola. 

4°  Le  notizie  relative  al  personale  insegnante,  compresi  i  liberi 
docenti  ed  assistenti. 

5°  Tutte  quelle  notizie  di  carattere  scientifico  o  didattico  riguardanti 
le  matematiche,  tanto  pure  clie  applicate,  ed  anche  all'estero,  che  fossero 
venute  a  loro  cognizione  con  carattere  di  autenticità. 


ELENCO  DEI  CAMBI 

Elenco  dei  Periodici  coi  quali  "  L'Unione  Matematica  Italiana  ,, 
ha  il  cambio  a  tutt'oggi. 

Annales  Scientifiques  de  l'  Université  de  Jassy. 

Annals  of  Mathematics. 

American  Mathematical  Monthly. 

Circolo  Matematico  di  Catania. 

lìistitut  d'Estìidis  Catalana  Seccio  de  Ciènces  (Barcellona). 

Journal  de  VÉcole  Polyteclinique. 

L' Universo. 

Mathesis  (Belgio). 

Ahhandliingen  aus  dem  math.  Seminar  der  Hamburgischen  Universitàt. 

yiew  Archief  (Amsterdam). 

Nieuic  Archiv  voor   Wislcunde  (Leyde). 

Puhlicaiions  de  V  Insti tut  de  Mathém.  de  l' Université  de  Strasbourg. 

Revue  SemestrieUe  de  pubi.  Mathèmatiques  (Amsterdam). 

Annales  de  la  Société  Scientifique  di  Bruxelles. 

Revue  des  Questions  Scientijìques  (Bruxelles). 

Thèses  de  doctorat  ès  sciences  mathèm.  -  Université  de  Strasbourg. 


BOLLETTINO   BIBLIOGRAFICO 

Riteniamo  di  fare  cosa  (/rad ita  ai  Soci,  dando,  da  ora  in  poi,  P elenco  delle 
Note  o  Memorie  di  Matematica  coniennte  nei  Periodici  che  hanno  con- 
cesso il  cambio  al  «Bollettino  dell'Unione  Matematica  Italiana». 

Abhandlungeu  aus  dem  Mathematischen  Seminar  der  Hambur- 
gischen Universitàt,  1  Band.  (1922). 

R.  Behnlce  -  «  tjber  die  Verteilnno-  von  IrrationalitUten  mod.  1  ». 
W.  Blaschìce  -  «  Ungleichlieiten  von  IT.  A.  Scliwarz  uiid  A.  Schur 
fiir  E.aumkiirTcn  mit  vorgeschriebener  Kriiniminig  ». 

—  «  ijber  affine  Geometrie  XXXVI.-  Ein  affines  Gegenstiick  zur 
Unverbiegbarkeit  der  Kngel  ». 

—  «  Ùber  affine  Geometrie  XXXVII.  Bine  Verscharfung  von  Min- 
koAvskis  UugleicliLeit  tur  den  gemiscbten  Flacheninbalt  ». 
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B.  Furch  -  «  OrientieruDg  von  Hyperfliichen  ini  projektiveii  Kaum  ». 
G.  H.  Hardy  and  JEJ.  J.  Littlewood  -  «  Some  problems  of  Diophantine 

Approximation:  The  lattice- ijoints  of  a  right-angled  triangle  ». 

(Second  uienioir). 
E.  Heclce  -  «  tJber  analytische  Fiinktioneu  und  die  Yerteiluug  von 

Zalilen  mod.  eins  ». 

—  «  Analytische  Fiinktionen  und  algebraische  Zahlen,  I.  Teli  ». 
D.  Hilbert  -  «  Neubegriindung  der  Mathematik,  Erste  Mitteihing  v. 
Tr.  Nagel  -  «  Ùber  die  Klassenzahl  imaginar-quadratischer  Zahl- 

korper  ». 

—  «  Zur  Arithmetik  der  Polynome  ». 

A.  Ostrotvslci  -  «  Bemerkuugen  zur  Theorie  der  Diophaiitischen 
Approximationeu  »  (I-III).  (Aus  Mitteilungen  an  Herrn  JB. 
Heclce). 

—  Beraerkung  zu  meiner  Note:  «  Bemerkungen  zur  Theorie  der 
Diophantischen  Approximationeu  ». 

—  «  Uber  ein  algebraisches  tjbertragungsprinzip  ». 

—  «  Uber  vollstaudige  Gebiete  gleichmassiger  Konvergenz  von 
Folgeu  aualytischer  Funktionen  ». 

J.  Radon  -  «  Lineare  Schareu  orthogoualer  Matrizeu  ». 

—  «  Zur  Behandlung  geschlossener  Extremalen  in  der  Variations- 
reehnung  ». 

—  «  Ùber  statische  Gravitatiousfelder  ». 

K.  Reidemeister  -  «  Ùber  die  Eelativklassenzahl  gewisser  relativ- 
quadratischer  Zahlkòrper  ». 

—  «  Ùber  affine  Geometrie  XXXY.  Die  Diiferentialgleichung  der 
Schiebflachen  ». 

O.  Soheffers  -  «  Bemerkungen  zur  vorstehenden  Abhandiung  des 

Herrn  K.  Reidemeister  ». 
P.  Steiìihagen  -  «  Ùber  die  grosste  Kugel  in  eiuer  konveyen  Puuk- 

tmenge  ». 
A.  Winternitz  -  «  Ùber  affine   Geometrie  XXXIV.   Neuer  Beweis 

fiir  Blaschkes  isoperimetrische  Siitze  der  Affiugeometrie  ». 

Auuales  Scientifiques  de  l'Université  de  Jassy,  P^  ^t  Il'em  fase. 

(Aout  1921). 

0.  Mayer  -  «  Contributions  à  la  theorie  des  quartiques  bicircu- 

laires  ». 
V.  Vàlcovici  -    «  Sur    le    lancement    des   bombes    d'un  avion   en 


marche  ». 


(continua) 


STATUTO 

DELLA   UNIONE  MATEMATICA  ITALIANA  (*) 


Scopi. 

Art.  1.  -  La  Società  Unione  Matematica  Italiana  ha  per  iscopo 
di  vsegiiire,  promuovere,  divulgare  e  diffondere  lo  sviluppo  delle 
Scienze  Matematiche  e  delle  loro  applicazioni. 

Art.  2.  -  A  tale  fine,  la  U.  M.  I.  curerà: 
a)  di  stabilire  e  mantenere  fra  i  matematici,  i  fisici,  gli  inge- 
gneri ed  i  cultori  di  scienze  affini,  e  con  Società  scientifiche  ita- 
liane ed  estere,  relazioni  atte  a  favorire  la  ricerca  scientifica,  ed 
a  diffondere  la  conoscenza  delle  opere  e  degli  studi  di  matematica 
pura  ed  applicata; 

h)  di  facilitare  ai  soci  la  conoscenza  della  operosità  degli 
scienziati  e  degli  istituti  scientifici  in  Italia  ed  all'estero,  dei 
pili  importanti  risultameiiti  conseguiti,  dei  lavori  eseguiti  od  in- 
trapresi, dei  problemi  scientifici  e  didattici  che  in  Italia  e  fuori 
vengono  posti,  studiati,  dibattuti; 

e)  di  preparare  riunioni  regionali  e  congressi   nazionali; 

d)  di  |iromuovei-e  e  favorire  imprese  utili  agli  studi  mate- 
matici, come  pubblicazione  di  opere  classiche,  compilazione  di 
relazioni  sullo  stato  attuale  delle  piìi  importanti  teorie,  raccolte 
di    notizie    bibliografiche,  costruzione   di   tavole,  di   grafiche  ecc.: 

e)  di  pubblicare  un  Bollettino  della  Associazione. 

Soci. 

Art.  3.  -  Può  essere  socio  chiunque  si  interessi  al  progredire 
delle  scienze  matematiche  pure  od  applicate,  o  delle  scienze  affini 
ad  esse.  Anche  società,  scuole,  istituti,  enti.....  possono  essere  soci. 

Art.  4.  -  Per  l'ammissione  occorrerà  presentare  domanda,  con- 
trofirmata da  due  soci,  alla  Presidenza  della  IT.  M.  I.  Sulle  ammis- 
sioni, dimissioni,  esclusioni,  deciderà  l'Ufficio  di  Presidenza  della 
U.  M.  I. 

Art.  5.  -  I  soci  si  distinguono  in: 

1.  Soci  Perpetui:  società,  od  enti,  o  persone  che  i)agano  una 
sol  volta  L.  250,  ed  acquistano  il  diritto  di  rimanere  in  perpetuo 
inscritti  all'albo  della  Unione. 

(*)  Approvato   tlall' Assemblea   geuerah;    dei    Soci,    tenuta    in    Bologna 
il  7  dicembre  1922. 
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2.  Soci  Fondatori:  soci    iiulividuali,  vitalizi,  che  pagano  ima 
sol  volta  L.  150. 

3.  Soci  ammali:  persone,  società  od  enti  che  pagano  annual- 
mente L.  15. 

Art.  6.  -  Il  numero  dei  soci  è  illimitato. 

Consiglio  Direttivo. 

Art.  7.  -  Il  Consiglio  Direttivo  si  compone  di  un  Presidente, 
di  un  Vice  Presidente,  di  dieci  Consiglieri,  di  un  Segretario,  di 
un  Economo-Cassiere. 

Art.  8.  -  Ogni  triennio  viene  rinnovato  per  metà  il  Consiglio. 
La  prima  volta  gli  uscenti  sono  designati  dalla  sorte.  In  seguito 
avverrà  automaticamente   la   esclusione,  per  anzianità   di   carica. 

I  consiglieri  uscenti  non  sono  immediatamente  rieleggibili. 

Art.  9.  -  Il  Presidente  dura  in  carica  tre  anni  ed  è  immedia- 
tamente rieleggibile  una  sol  volta. 

Art.  10.  -  L'elezione  del  Presidente  e  dei  Consiglieri  si  fa  iier 
mezzo  di  schede,  appositamente  distribuite  dall'  Ufficio  di  Presi- 
denza ai  soci,  e  da  questi  rimandate  alla  presidenza  in  carica. 

Art.  11.  -  Il  ^Presidente  sceglie,  nella  propria  sede,  il  Vice 
Presidente,  il  Segretario,  l' Economo-Cassiere 

Art.  12.  -  Il  Consiglio  Direttivo  attende  allo  sviluppo  ed 
all'indirizzo  generale  della  Unione,  ed  allo  studio  delle  questioni 
di  interesse  generale; 

preordina  le  riunioni  ed  i  congressi; 

provvede  e  delibera  circa  le  controversie  ed  i  desiderati^ 

Jiomina  un  Gomitato  di  Redazione^  e  ne  determina  il  mandato. 

Ufficio  di  Presidenza. 

Art.  13.  -  L'Ufficio  di  Presidenza  è  composto  del  Presidente, 
del  Vice  Presidente,  del  Segretario,  dell' Economo- Cassiere. 
Art.  14.  -  L'Ufficio  di  Presidenza  ha  il  compito: 

di  curare,  seguendo  le  direttive  scientifiche  del  Comitato  di 
Redazione,  la  pubblicazione  del  Bollettino'. 
di  convocare  le  riunioni  ed  i  congressi  ; 
di  provvedere  agli  atti  di  ordinaria  amministrazione. 

Comitati  locali. 

Arx.  15.  -  In  ogni  città  sedo  di  istituti  superiori  di  istruzione 
(università,  politecnici,  scuole  superiori  di  commercio.,  .j  la  presi- 
denza è  rappresentata  da  almeno  tre  soci,  nominati  dal  Consiglio 
Direttivo,  i  quali  costituiscono  un  Comitato  locale. 
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Art.  16.  -  Nelle  sedi  ove  sono  membri  del  Consiglio  Direttivo, 
questi  appartengono  di  diritto  al  Comitato  locale. 

Art.  17.  -  Ogni  Comitato  locale  raccoglie  informazioni  di 
interesse  scientilìco  e  didattico,  le  comunica  alla  Presidenza,  le 
diffonde  fra  1  soci,  indice  conferenze  scientifiche,  stabilisce  riu- 
nioni ed  assemblee  regionali  e  trasmette  alla  Presidenza  le  rela- 
zioni delle  discussioni  ivi  avvenute. 

Propone  alla  Presidenza  i  nomi  di  persone  atte  a  compilare  i 
riassunti  di  lavori  pubblicati  in  periodici  stranieri,  raccoglie  questi 
riassunti  e  li  trasmette  al  Comitato  di  Redazione. 

Entrate  e  spese. 

Art.  18.  -  Le  entrate  della  U.  M.  I.  sono: 

1.  le  contribuzioni  dei  soci  ; 

2.  il  prodotto  della  vendita  del  Bollettino; 

3.  i  sussidi  e  doni  che  la  U.  M.  I.  potrà  ricevere  da  privati 
o  da  enti  morali. 

Art.  19.  -  Le  spese  della  TJ.  M.  I.  sono  ordinarie  o  straordinarie. 
Le  ordinarie  sono: 

1.  le  -spese  d' ufficio; 

2.  le  spese  di  stampa  e  distribuzione  del  Bollettino. 

Art.  20.  -  Per  ogni  spesa  straordinaria  è  necessaria  una  deli- 
berazione da  parte  dei  soci,  la  quale  è  provocata  mediante  refe- 
rendum  ed  approvata  a  maggioranza  dei  votanti. 

Art,  21.  -  L' Economo-Cassiere  ha  la  gestione  economica  degli 
affari  sociali,  tanto  attivi  che  passivi;  impiega  i  fondi  disponibili, 
provvede  alle  spese  ordinarie  ed  a  quelle  straordinarie  deliberate 
a  norma  dell'art.  20,  prepara  e  presenta  annualmente  alla  appro- 
vazione del  Consiglio  Direttivo,  i  bilanci  della  Società,  i  quali 
saranno  poi  comunicati  ai  soci  per  mezzo  del  Bollettino. 

Disposizione  transitoria. 

Art.  22.  -  Le  prime  elezioni  per  il  Consiglio  Direttivo  si 
faranno  per  mezzo  di  scheda  da  inviarsi  al  Presidente  provviso- 
riamente in  carica. 


L'U.    M.   I.   aderisce   all'Unione   internazionale  rappresentata 
dal  Comitato  internazionale  di  ricerche  scientifiche. 

ARMANDO  PASQUALI  Gertnte  respomabiU 
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